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DIFERENSIASI VEKTOR

TURUNAN BIASA DARI VEKTOR. Misalkan R (u) se-
buah vektor yang bergantung pada sebual variabel skalar

tunggal . Maka AR = R(u+Au) — R(u)
Au Au

AR = R(u+0u) — R(x)

di mana Au menunjukkan suatu pertambahan dalam u (li-

hat gambar disamping). 0

Turunan biasa dari vektor R («) terhadap skalar u diberikan oleh

. dR _ AR _ {im R(u+Au) — R(u)
du Au-0 Au Au—0 Au

jika limitnya ada.

Karena (jdﬁ adalah sebuah vektor yang bergantung pada u, kita dapat meninjau turunannya terhadap u.
u

2 ) . . .
Jika turunan ini ada, ia dinyatakan oleh 2’—5 Dengan cara yang sama dibahas turunan dengan orde lebih tinggi.
u

KURVA - KURVA RUANG. Bila R () adalah vektor kedudukan r («) yang menghubungkan titik asal O dari
suatu sistem koordinat dan sebarang titik (x, y, z), maka

r() = =z@)i + y(w)j + z(w)k

dan spesifikasi fungsi vektor r («) mendefinisikan x, y dan z sebagai fungsi-fungsi dari u.

Bila u berubah, titik terminal r menggambarkan se-
buah kurva ruang yang memiliki persamaan-persamaan
parameter

x=x(u), y=y(u), z=2z(u)

Or _ r+bu) — r@)
Au Au

scbuah vektor yang scarah dengan Ar (lihat gambar disam-

Maka adalah

ping).
Jika lim  Or _ dr
Ay—-p Du u
buah vektor yang scarah dengan arah geris-singgung pada
kurva ruang di (x, v, z) dan diberikan oleh
dr dxi dy . dz
— = —j + Zj
du du du du

ada, maka limitnya akan berupa sc-
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Bila u adalah waktu 7, maka % menyatakan kecepatan V yang mana dengannya titik-terminal dari r meng-
u
2
gambarkan kurvanya. Dengan cara yang sama, Z—[v = Zv—; menyatakan percepatan a sepanjang kurva.
t

KONTINUITAS DAN DIFERENSIABILITAS. Sebuah fungsi skalar ¢ (u) disebut kontinu di u jika lim
Au—~0

¢ (u + Au) = 9 (u). Ekivalen dengan ini, ¢ («) kontinu di u
jika untuk setiap bilangan positif ' €  kita dapat memperoleh bilangan positif & sehingga

|¢(u+Au)—¢>(u)] < € apabila lAu| £ 5

Sebuah fungsi vektor R («) = Ri(u)i + R,(u)j + R3(u)k disebut kontinu di u jika ketiga fungsi skalar
R (1), R,(¢) dan R;3(u) kontinu di u atau jika lAim R(u + Au)=R(u). Ekivalen dengan ini, R (4) kontinu
u—0

di u jika untuk setiap bilangan positif € kita dapat menemukan bilangan positif § sehingga
|R(u +Au) — R(u) ’ < € apabila IAu! & 0.

Sebuah fungsi vektor atau skalar dari u disebut diferensiabel berorde n jika turunan ke - n - nya ada. Se-
buah fungsi yang diferensiabel haruslah kontinu tetapi sebaliknya tidak berlaku. Bila tidak ada pernyataan lain-
nya, maka kita menganggap bahwa semua fungsi yang ditinjau adalah diferensiabel hingga orde yang diperlukan
dalam pembahasan. :

RUMUS DIFERENSIASI. Jika A, B dan C adalah fungsi-fungsi vektor dari sebuah skalaru yang diferensiabel -
dan ¢ sebuah fungsi skalar dari u yang diferensiabel, maka

i %(/HB) - ‘% o %

2. %(A-B) = A-‘i—f- + ';_UQ.B

3. diu(AXB) = Axg— + %xB

4 Lga - gL d2y

> ;_u(A'BxC) = A‘Bx%% + A-If}:—xc + %.Bxc

6. Zi—d;{Ax(BxC)} = Ax(gxg_g) . AX(%)(C) . %X(Bxc)

Urutan dalam hasil-kali hasil-kali ini penting.

TURUNAN PARSIAL DARI VEKTOR-VEKTOR. Jika A adalah sebuah vektor yang bergantung pada lebih
daripada satu variabel skalar, katakan x, y, z misalnya,
maka kita tuliskan A = A (x. y. z). Turunan parsial dari A terhadap x didefinisikan sebagai

%A . A@tlx,y,2) — Alx,y,2)
i = lim A

jika limitnya ada. Begitupula, x D=0 8
oA = lim A(x, y+Dy, z) — A(x,7,2)

g Ay -0 Ay
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JA . A(x,y, z+0z2) — A(x,y,2)
==l lim -
dz Az—-g Az

adalah masing-masing turunan parsial dari A terhadap y dan z jika limitnya ada.

Pernyataan kontinuitas dan diferensiabilitas untuk fungsi-fungsi dari satu variabel dapat diperluas bagi
fungsi-fungsi dari dua atau lebih variabel. Misalnya, ¢ (x, y) dikatakan kontinu di (x, ») jikaAlim O¢(x +Ax, y+
x>

Ay—>0
Ay) = ¢(x, y), atau bila untuk setiap bilangan positif € kita dapat menemukan bilangan positif § sehingga

lp(x + Ax, v + Ay) — ¢(x, y) |< € apabila iAx|< § dan Ay |< §. Definisi yang sama berlaku pula untuk fung-
si-fungsi vektor.

Untuk Afungsi-fungsi dari dua atau lebih variabel kita pergunakan istilah diferensiatel (differensiable) dengan
pengertian bahwa fungsinya memiliki turunan-turunan parsial pertama yang kontinu. (Istilah ini dipergunakan
oleh yang lainnya dalam pengertian yang agak lebih lunak).

Turunan-turunan yang lebih tinggi dapat didefinisikan seperti dalam kalkulus. Jadi, misaluya,

oA _ B .BA, . PA 2 .DA, - OA 9

P T e T R o Ll o N

A _ 2.0a, A _ 3 2A A _ 23,24
Oox Oy 9x 9y ' Jdy Ox dy Ox ’ dx 9z2- dx 9z?
A A
Jika A memiliki sekurang-kurangnya turunan-turunan parsial orde kedua yang kontinu, maka B ay = By ST

yakni urutan diferensiasirya tidaklah menjadi persoalan.
Aturan-aturan untuk turunan parsial dari vektor-vektor mirip dengan yang dipergunakan dalam kalkulus
elementer dari fungsi-fungsi skalar. Jadi jika A dan B adalah fungsi-fungsi dari x, y, z maka, misalnya,

9 _ A.9B 0A
L g = A~ R

2, i(A)(B) = A><§—lz + a—AxB

ox Ox ox
i . BB . 2. 40B, 24,
3. ayax(A.B) o By{ax(A B)} = ay{A Ox b ox B}
_ .. 2B _3A 3B, 2 3B, A

Oy Ox g " 3% 3 Ay gt Jy oz * B, dan seterusnya.

DIFERENSIAL DARI VEKTOR-VEKTOR mengikuti aturan-aturan yang mirip dengan yang dari kalkulus
elementer. Misalnya,

I. Jika A =A,i+ A0+ Ak, maka dA = dA,i+ d4,i+ dAk

2. d(A-B) = A-dB + dA-B

3. d(AxB) = AxdB + dAxB

4. Jika A=A(x,y, z), maka dA = a—Adx + -a-édy +

A
3% By ¢

e dst.
GEOMETRI DIFERENSIAL menyangkut studi terhadap kurva-kurva ruang dan permukaan-permukaan. Bila C

adalah sebuah kurva ruang yang didefinisikan oleh kurva r (), maka kita telah me-
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lihat bahwa ? adalah sebuah vektor yang searah dengan garis-singgung pada C. Jika skalar u diambil sebagai
u

panjang busur s yang diukur dari suatu titik pada C maka %L adalah sebuah vektor singgung satuan pada C dan
s

dinyatakan dengan T (lihat gambar dibawah). Laju perubahan T terhadap s adalah ukuran dari kelengkungan C
dan diberikan oleh ? Arah dari % pada sebarang titik
s s

pada C adalah normal terhadap kurva pada titik tersebut
(lihat Soal 9). Jika N adalah sebuah vektor satuan dalam
arah normal ini, maka ia disebut normal utama (prin-

cipal normal) pada kurva. Jadi ‘Z,—} = kN, di mana « di-
sebut kelengkungan (curvature ) dari C pada titik yang di-
spesifikasikan. Besaran p = 1/k disebut jejari keleng-
kungan (radius of curvature ).

Vektor satuan B yang tegak-lurus pada bidang dari T dan N dan sedemikian rupa sehingga B = T x N,
disebut binormal terhadap kurva. Dari sini diperoleh bahwa T, N, B membentuk sebuah sistem koordinat tegak-
lurus tangan-kanan lokal pada sebarang titik dari C. Sistem koordinat ini disebut rrihedral atau triad pada titik
vang ditinjau. Bila s berubah, maka sistem koordinatnya bergerak dan dikenal sebagai trihedral bergerak.

Himpunan relasi-relasi yang mengandung turunan-turunan dari vektor-vektor fundamental T, N dan B se-
cara kolektif dikenal sebagai rumus Frenet - Serret yang diberikan oleh

T dN dB

-— = kN, — b= B e
K TB — Kk i

ds ds = =FN

di mana 7 adalah sebuah skalar yang disebut torsi (torsion). Besaran o = 1/7 disebut jejari torsi (radius of tor-
sion).
Bidang oskulasi (osculating plane) pada sebuah kurva dititik P adalah bidang yang mengandung vektor sa-

tuan singgung dan normal utama di P. Bidang normal adalah bidang yang melalui P dan tegak-lurus vektor satuan
singgung. Bidang yang meralat (rectifying plane) adalah bidang yang melalui P dan tegak-lurus normal utama.

MEKANIKA menyangkut studi terhadap gerak partikel sepanjang kurva-kurva, studi ini dikenal sebagai kine-
matika. Dalam hubungan ini beberapa hasil dari geometri diferensial dapat mempunyai arti.

Studi terhadap gaya-gaya pada obyek-obyek yang bergerak ditinjau dalam dinamika. Yang mendasar dalam
studi ini adalah hukum Newton yang terkenal yang menyatakan bahwa jika F adalah gaya total yang bekerja
pada sebuah obyek bermassa m yang bergerak dengan kecepatan v, maka

_ 4
B % FAlL

. : : o A dv :
di mana mv adalah momentum dari obyek. Jika m konsian, maka rumus ini menjadi F = m 5 ma, di mana

a adalah percepatan dari obyek.

Soal-soal yang Dipecahkan

1. Jika R(u) =x ()i+yu)j+z()k, di mana x, y, dan z fungsi-fungsi diferensiabel dari sebuah skalar v,

dR _ dx. tgx‘.+d_zk.

buktikan bahwa T d_ul 4 =4 o

dR _ ;o R +Au) — R(u)
du Au—0 Du
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[ +Bu)i +y(u +O0) i + 2 +Du)k] — [x@)i +yw)i + zu)k]
= lim
Au—0 Dy
o xu D) — x) yutBu) — y@) . | z@+lu) — z()
= i
fw A * A 13 I k

_dx dy | dz
T@tt @it ok

2 2
: d d R
2. Diketahui R = sinti + cost j + tk, Carilah (a)‘—hg, ) T:zz. (c) [%l (d) I——‘fhg !

d d d d
(a) d_:z = E(sint)i + E—Z(cosz)j + Z(t)k = costi—sintj +k
b.‘ﬁg_ii‘@-i i i '+—d-1k- sint i cost j
@) 7 = 7,0g) = gpeosol — S(sine)j + —(Dk =
(c) |Z—R| = Vicosn)? + (—sinn)2 + ()2 = V2

¢

dQR ‘/ 7 2 2

) |Fi = V(—sint)? + (~cost)? = 1

Sebuah partikel bergerak sepanjang sebuah kurva yang persamaan parameternya adalahx=e~f y=

2 cos 3¢,z = 2sin 3¢, di mana ¢ adalah waktu.
(a) Tentukan kecepatan dan percepatannya pada sebarang saat.
(p) Carilah besar dari kecepatan dan percepatan pada ¢ = 0.

(¢) Vektor kedudukan r dari partikel adalah r = xi+ yj+zk = e"ti+ 2cos3t j + 2sin3¢ k.

Maka kecepatannya v = :_r = -e"ti — 6sin3tj + 6cos3t k
t
d2." -t
dan percepatannya a = T{'E = e 'i — 18cos3tj — 18sin3t k
t
dr . d2r
(b) Pada ¢ =0, ai = —ji + 6k dan 2 i— 18§, Maka

besarnya kecepatan pada ¢ = 0 adalah Y 1% +(6Y = V37
besarnya percepatan pada ¢ = 0 adalah V(1)2 + (—=18)? = vV/325.

. Sebuah partikel bergerak sepanjang kurva x = 21, y=1t* — 41,z =3t — 5, di mana 7 adalah waktu. Carilah

komponen-komponen kecepatan dan percepatannya pada saat 7 = 1 dalam arah i — 3j + 2k.

Kecepatan = ar i|:?.t2i + (22— 40)j + (3t — 5)k]
de dt
= 4ti + (2t —4)j + 3k = 4i — 2j + 3k pada t = 1.

i—3j+ i—3j+
Vektor satuan dalam arah i — 3j 4 2k adalah ek = 3l - 2k .

VAL H (—3) % (2F V14

Maka komponen kecepatan dalam arah yang diberikan adalah

@i—21+3K)-(-3+20) @D + 23 + @@ 16 81
V14 ) V14 IRZVE

2
Percepatan = — = —(=) = Ti‘i— [4:1 + (2t—4)j + 3k] = 4i + 2j + Ok.
t
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Maka komponen percepatan pada arah yang diberikan adalah

(Ai+2j+0K)-(1—3j+2K) (D) + (=3 + (02 _ -2 _ —V14
V14 V14 V14 7

5. Scbuah kurva C didefinisikan oleh persamaan parameter x = x(s), y = v(s), z = z(s), di mana s adalah pan-
jang busur C diukur dari suatu titik tetap pada C. Bila r adalah vektor kedudukan dari sebarang titik pada C,
perlihatkan bahwa dr/ds adalah vektor singgung satuan pada C.

Vektor 4 = —El—(xi +yj +zKk) = i‘71 + '—iZj + '—i-zk menyinggung kurva x = x(s),
ds ds ds ds ds
y= w(s), z = z(s). Untuk memperlihatkan bahwa ia adalah vektor satuan. kita perhatikan bahwa

it | _ Jdxo. dyo. dzo _ fdxPr @y +(dz)’ |
]ds! B (ds) +(ds) +(ds) \/ ds)? .

karena dari kalkulus (ds)? = (dx)* + (dv)? + (d2)*.

6. («) Carilah vektor singgung satuan pada sebarang titik terhadap kurva x = 121, y =4t—3, z = 2%—6¢
(b) Tentukan vektor singgung satuan ini pada titik di mana 7 = 2.
(a) Vektor singgung terhadap kurva pada sebarang titik adalah

, P
‘;—f = Ef(t‘u)x + (@—3)j + (2%—60)k] = 2i + &j + (4e—6)k
Vektor ini besarnya|j_:l| = V(2R + (4)2+ (41 —6Y.

2ti + 4) + (44—6)%
V(262 + (42 + (4 — 67

Maka vektor singgung satuan yang dikehendaki adalah T =

Perhatikan bahwa karenald—rl - 0 , maka T = dr/de  _ dr
dt de ’ ds/dt ds
(b) Padar =2, vektor singgung satuan adalah T = MEALEIR o %l +§j + ll(.
V@r+@p+@? 3
7. Jika A dan B adalah fungsi-fungsi skalar dari u yang diferensiabel, buktikan bahwa :
d dB dA d dB dA
—(A:B) = A-—— + ——- 4 (AxB) = Ax-—— + —— xB
(@) du(A By =4 du ¥ i B, O llu(Ax ) du du
w) La-my = lim (A+AA)-(B+OB) — A-B
- du Au—0 Au
. A-0B + 0A-B + DA-AB
= lim
Au—-0 Du
= lim A-éﬁ + A—A-B + %'AB = a-ZE Ay
Au—0 Du IAYY Du du du
Metode lain. Misalkan A = A;i + A,j + Agk, B = Byl + Byl + Bgk.: Maka
d d
—~(A*B) = — (4B + AsBy + A3Bs)
du du
dB dB dB dA 14, dA dB dA
= (4,221 4 2 % 273y 4 (2Zipg, + 22 4, =09, = A.— + —.B
(s du % du 4 du) (Ju * du B du ) du du
®) & (AxB) = lim (A+DA)x (B +AB) — AxB
du Au—0 Du
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= i AXOB + AAXB + AAxXOB

Au—0 Au
: AB | AA JAY. dB |, dA
= lim Ax— + ——xB + ==x/AB = Ax™= + Z2xB
Au~0 Du Au Dy u u
Metode lain.
d p i k
1, (AxB) = A A, A, Ag
By B, By

Pergunakan teorema diferensiasi dari determinan, maka hasil ini menjadi

3

J k i b k
ity dd, ddg| _ . B dA
! e 43 i du du du A du % du ™
4By 4B, dBq
du du du - B Bs

8. Jika A =5¢%i+¢j—r’k dan B=sin7i — cos¢j, carilah (g) FQ;_ (A-B), (b %(Ax B), (c) d%(A- A).

@ 2@ = A28y

(5621 + tf — ©°k) - costi + sined) + (J0ti + § — 3:%K) ¢ (sint i — cost j)

5t:2cost + tsint + 10tsint — cost

= (5°—1)cost + 1ltsint

Metode lain. A-B = 5:%sint — tcosr. Maka

%(A-B) = %(Stgsinz — tcost) = 5t2cost + 10t sin¢ + ¢ sint — cost

= (50°—1)cost + 1l¢sint
i b] k i b k
2 L dB | dA L 2 2
b) dt(AxB) = Axdt + dth = 5t ¢ -3 + 10¢ 1 -3¢
cost sint 0 sint¢ —cost 0

[®sinti — Pcostj + (5:2sint — t cos t)k)

+ [—3t2costi — 32sincj + (=10t cost — sinz)k)

(3sint — 3t2cost)i — (Bcost + 3¢2sife)j + (5¢2sint — sint — 11t cose)k

Metode lain.

i i k
AxB = 5¢2 t —13 = —3costi — 3sintj + (—5t2cost — ¢ sint)k
sint —cost 0
Maka d%(AxB) = (®sint — 3t%cost)i — (Pcost +3sint)j + (5¢%sine — 11¢ cos ¢ — sint)k
4 - dA | dA = dA
) dt(A Ay = A-dt * dt P A

de

2(5621 + tj — %K) « (104 + § — 3¢2K)

10063 + 2t + 668

Metode lain. AA = (5:27 + ()2 + (=% = 25t + (2 + (8

Maka d_dz<25“”2”5) = 100¢® + 2t + 65,

9. Jika A besarnya tetap maka perlihatkan bahwa A dan dA/dr saling tegak-lurus asalkan l dA/dt I # 0.
Karena A besarnya tetap, A - A = konstan.
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d dA dA dA
Maka -(A- = .= aa, = =
aka dt(A A) A o + dt A 2A- At 0.

. dA dA dA
JadiA+ — = d A ak- : i $
adi i 0 dan tegak-lurus ar asalkan | ar i+ 0

10. Buktikan bahwa —d—(A -BxC)=A-Bx 4_1_9+ A- L x C+ o F B x C, di mana A, B, C adalah fungsi-
du du du du

fungsi diferensiabel dari skalar u.

Menurut Soal 7(a) dan 7(b), diA-(Bx Cc) = A'-—(BxC) 4 Q'Bxc
u
=A[Bd—c+——c]+‘-’li-|3xc
du du
= ABX‘;—C +A3—BXC +Z—3‘BXC
11. Hitunglah d(V & d?)
dr
d dv d’v v 4V d®v _d®v _dv dv _d’V
Menurut 10, = -0 BTS - Jg n-AT N Y e
(V arrl b dr * 4o v diz X a2 M PI PRE)
dv _d'v v _ &V
= & + + = ot e 2 Y
dt = de® 0 v v ds i

12. Vektor kedudukan dari sebuah partikel yang bergerak diberikan oleh r = cos ct i + sin w?j di mana w
konstan Perlihatkan bahwa (a) kecepatan v dari partikel tegak-lurus r, (b} percepatan a arahnya menuju
titik asal dan besarnya sebanding dengan jarak ke titik-asal, (¢) r X v = vektor konstan.

(@) v =§—;=—w sinwti + w coswt j

Maka r-v = lcoswei + sinwe j] - [—w sinwt i + w cos wt j)

(cos wt)(—w sinw?)+ (sinwt)(w coswt) = 0
jadi r dan v saling tegak-lurus.

2
dv 2 o3
(b) dt2 === —w?2coswti — w?sinwe j
2

= —w?[coswti + sinwej] = —-r

Jadi percepatan berlawanan arah dengan arahnya r, yang berarti ia mengearah ke titik asal. Besarnya
sebanding dengan | r | yang adalah jarak ke titik asal.

(c) rxv = [cosa)zl +slnw¢j]x [—-w sinwt i + w cos wt j]
i ] k
= cos wt sin wt 0| = w(ecos?wt + sin?wt)k = wk, sebuah vektor konstan.

—w sinwt w coswt 0

Secara fisis, geraknya adalah gerak sebuah partikel pada lingkaran dengan laju sudut w yang tetap.-
Percepatannya yang mengarah ke pusat lingkaran, adalah percepatan sentripetal.

: I°B _ dA d,, dB _ dA
13. Buktikan: Ax*— — =2 xB = —(AXx— — ——xB).
di® de? dt< dt de :
d dB _ dA . 4 dB d dA
7 ki il Il T Rl A *B)
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. :ﬁgd_ﬂxd_n_dAdBJ,iB]:Ax_ A
awlis *aoe =1 dt | di2 42 di2

14. Perlihatkan bahwa A . % = # a4 .

dr ]

Misalkan A = Aji + 4§ +4k.  Maka 4 = VAL + 42 + A2

d4 dA d4 ddy

i R Y RV 1 2

7 (1 3) (ZAd+2Ad+2A3 )

dA, d4, dA, dA
S T SN dA dA
= 2 R = . yangberarti 4 7 = A 7
W ¥ A, + Ayt 4
Metode lain.

2 d _ 42
Karena A.A = 4°, de(A-A) = (4.

4. = A.%9A | dA = .dA d 42y - 5494
HIVRrE 4 @t A = de - dt ey = 2
Maka 2A%3=Z4%'atau A-‘—Z—?:A%.

dA ;
Perhatikan bahwa jika A sebuah vektor konstan A - ; = 0 seperti dalam Soal 9.

2
15. Jika A = (2x% — x%)i + (¢*Y —y sinx)j + (x? cosy)k, carilah :%A oA, ¥ A, 7’ A, A, 2
X

g—;‘ a—i(Zny—x_‘)i + %(exy—-y sinx)j + ai;(x"’cosy)k

]

= (4xy — i + (y&Y —y cosx)j + 2 cosy k

9 . 9
222y — xi + —— (XY —y sinx)j + - (x2 cosy)k
Oy Oy Sy S

= 221 + (xe*¥—sinx)j — x2siny k

;:2 = 5;(4xy—4x3)i + %(yexy—y cosx)j + a—ax(?.x cosy)k
= 4y — 1290 + 2V +y sinx)j + 2cosy k
i@ = i(2::'2)i + @(xexy—sinx)j - i(x?sin )k
% o 3 o
= 0+ 2% j — x2cosy k= 22XV j - 2% cosy k
ai:%‘; = 8%(%‘) = aax(zxi’)n + O@(xew—smx)] - a%(x?siny)k

= dxi + (xye®Y + &Y —cosx)j — 2xsiny k

oA 0 oA

o~ b 8%(4"7‘4"3“ i Say'(yexy*y cosx)j + - (2x cosy)k

3

= 4xi + (xye¥Y1 e ~cosx)j — 2« siny k
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2 2
Perhatikan bahwa -a—A = ?—1}- , yakni urutan diferensiasi tidak dipermasalahkan. Hal ini pada
0y 0x 0x0y

umumnya berlaku apabila A memiliki sekurang-kurangnya turunan-turunan parsial orde kedua yang kon-

tinu,

3

; 5 i 9 - ;
16. Jika ¢ (x, y, z) = xp?z dan A =xzi — xp?j + yz*k, carilah e (¢A) pada titik (2, =1, 1).

PA = (xy22)(xzi—xy2j+yz2k) = 2292220 — 22y*zj + xy%2°k
_(%(q&,\) = .ai(x?ygz?i—x?y‘z jHxy3z%K) = 2222z 0 — x4 + 3xy322k
z z
¥ 9 ; 32
ax—az(qSA) = 'é;(Zx?szi—ny“j#—IixyszQ k) = 4xy?zi — 2xy*j + 3y%2%k
3y 9
525, = S @tri-2tie P = 9l - Y
x2 0z x

Jikax=2, y=-1, z=1 ini menjadi 4(—1)%(1)i — oaA9-1*j§ = 4i — 2§.

17. Misalkan F bergantung pada x, y, z, t di mana x, y, dan z bergantung pada ¢. Buktikan bahwa
dF _ OF , OFdx  OFdy , OFdz

dt Ot  Oxdt +'<3ydt " 9z di

di bawah anggapan diferensiabilitas yang sesuai.

Misalkan bahwa F = Fi(x,y.z,t)i + Fyx,7,z,t)j + E(x,v,z,0)k. Maka
dF = dF,i + dF,j + dF k
OF, OF, OF, OF, OF, OF, OF, OF,
= [£2g 28 o4 o2, ok o/ o} by o
[_a! ¢+ =hd o+ aydy + 5 dz]i + [at de + <2dx + a);dy # = dz]}§
OF, OF, OF; OF,
+ =3 4 =53 4 —a =3
[az e+ SEdn + Bydy+ % dz]k
OF, . ' OF OF; OF, oF, OF.
= (=it =20 22 d ¢ (=it =2+ =2k
el T TR el -
oF, OF, OF; oF, oF, oF;
(=it =]+ —2Kdy + (—1+ —2j + —k)d
(By Byj B )dy (‘Bz = i = Ydz
OF OF OF OF
= ——dt + —d == =
% t " x + 3 dy + 3 dz
dan dengan demikian v . E + Ed—’f + -a—Fd-y + —_af-d—z .
de Ot Ox dt Oy dt 0z dt

GEOMETRI DIFERENSIAL.

18. Buktikan rumus Frenet-Seret (a) ax kN, (b) 4B = —7TN, (c¢) N _ 7B —«T.
ds ds ds

dT ’
(@) Karena T - T = 1, maka dari Soal 9 didapatkan bahwa T * v 0, yang berarti s tegak-lurus

¥ dT dT ,
Jika N sebuah vektor satuan dalam arah d—’ maka E = kN. Kita menyebut N normal utuma,
s

K kelengkungan dan p = 1/K jejari kelengkungan.

N
(b) Misalkan B = TxN, maka 9B - px@N 4 9T n = 7x 8N 4 nxN = Tx 2N
ds ds ds ds d.§'
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7

dB dN dB
Maka T - =T- e jadi < —
aka e T-Tx i 0, jadi T tegak lurus ds

. y . dB
Tetapi dari B - B = 1 kita dapatkan bahwa B - TS 0 (Soal 9), jadi [;—B ‘tegak-lurus B dan
5 . S

terletak dalam bidang dari T dan N

dB ' ) 3 y :
Karena ;‘ terletak dalam bidang dari T dan N dan tegak-lurus T, maka ia haruslah sejajar N;

s

dB "
makad— = —7N. Kita menyebut B binormal, 7 rorsi danio = 1/7 jejari-torsi.
s

(c) Karena T, N, B membentuk suatu sistem tangan kanan, maka demikian pula N, B dan T, yakni

N =BxT.
dN _ _ dT _ dB_. _
Maka i Bxds + s XT = BXKN — TNXT = —kT + TB = TB — «T.
. Buatlah sketsa kurva ruang x = 3 cost, y = 3sint, z = 4r dan

carilah () vektor singgung satuan T, (b) normal utama N, ke-
lengkungan K dan jejari kelengkungan p, (¢) binormal B, torsi 7
dan jejari torsi 0.

Kurva ruangnya adalah heliks lingkcran (lihat gambar di sam-
ring). Karena ¢+ = z/4, persamaan kurvanya adalah x = 3 cos (z/4),
y = 3 sin (z/4) jadi dengan demikian terletak pada perraukaan silin-

der x> +y?% = 9,

(@) Vektor kedudukan dari sebarang titik pada kurva adalah

r = 3costi + 3sintj + 4tk
dr _ "
Maka T —3sinti + 3costj + 4k
ds _ jdry _ Jdrdr _ /T2 2, 42 =
di ‘d: = o (—3 sint)* + (3 cost) + 4 = 5
dr dr/dt 3 i 3 4
-~ = —s = i S L -t ¥ %
Jadi T T FRVT 5 sine¢ i 5 costj = k
dT d 3 . 3 4 3 Fios A
g2 = Ha. 2 + 2 e = ek 2 -
®) 4t dt( 3 sine i s cost j = k) = costi 5 sint j
dT _ dT/Me _ 3 . B s
ds ds/dt go P L o g R
3 aT | = >
KarenaE KN, Ids |K||N[ = K as KZ0.
I / 3 3 geom |3 125
Maka « = |51 = /- g5 costf + (—gpsint)® = % dan. p =% = 3
. dT ; 1dT P
Da ot - - )
I - KN, kita peroleh N AR cost i sint j
i i k
(c) B = TXN = ——;—sint —:;-cost % = -;—sinti - —;-costj + %k
— cost — sint 0
dB 4 4 . dB dB/dt 4 . 4 .
— B a2 + = S = S S
a0 5 cost i 5 sint j, P e/ 25 cost i 25 sint j
—TN = —T(—costi — sintj) = A costi + 4 sint j atau ’T=—4— dan
25 25 25
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20. Buktikan bahwa jejari kelengkungan dari kurva dengan persamaan parameter x = x(s), y = y(s), z =z(s)

dx 2 dy.2 d’z2q-1/2

T FEZ a5 a2 .
diberikan oleh P 7 pi 2) t( 52) ]

Vektor kedudukan dari sebarang titik pada kurva adalah r = x(s)i + y(s)i + z(s)k.

5 2 2
92 ¢ dan i %, Dy 2y
s

_dr _ d:c1 i L-izj " i
ds ds? ds? ds?

ds ds ds d

. dT _ o dT d?x 2 d%y 2 d?z 2 .
Tetapi y kN sehingga « = ‘E! = ‘/(Zs;) + (;i—s?) + (EE) dan hasilnya langsung

diperoleh karena p =

& | —

2 3
21. Perlihatkan bahwa 9F .2 L, dF _ T
S

2 3
dr _ dr _dT _ dr _ dN  drk o _ dK N = dK
ds—T, ds,z—ds—KN, dss—de+dsN—K(TB—KT)+ES‘N—KTB—K2T"EN
2 3
dr dr dr _ 2 dK
ds'ds2xds3 = T-KNX(KTB—~KT+d—s—N)
= T:(kK°TNxB —K3NxT+K§§NxN) = T (K2TT +K°B) = K27 = %

Dengan mempergunakan hasil dari Soal 20, maka hasil diatas dapat dituliskan sebagai berikut

x ¥y z
- " 2 n.z .24 -1 " " "

T = [+ 6D +E&H7] x y z
n " ",

x ¥y z

di mana tanda aksen menyatakan turunan terhadap s.

22. Diketahui kurvaruang x =¢, y =t%, z= % 3, carilah (a) kelengkungan K, (b) torsi 7

(a) Vektor kedudukannya adalah r = ¢i + ¢2j + %zsk .

Maka % =i + 2tj + 2%k
ds dr dr dr 2 2 2.2 2
as - iy = L L = + 92t
E = n i de (1 v (R 3T Lt
_dr _ odr/de _ i+ 2 + 2k
dan ¥ ds ds/dt 1+ 22
dT (1 +2%)(2 + 4&k) — (i + 2§ + 22K) (&) —4ti + (2—4)j + 4tk
dt (1 + 29?2 {1 4202
2\ ¢
Maks dT _ dT/Me _ —4ti + (2-—4t2)#] t 4k
ds ds/dt (1 + 2¢9)°
2 2.2 2
Karenad—T = kN, K = ld—Tl o ‘/(—42) it 4t2) i) 2 52
ds ds (1 + 223 Gl 26
1dT _ —2i + (1-27)) + %k

b) Dari (@), N =
8} o K ds 1 % 2°
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i J k
1 2 262 o o270 — 2j + K
aka B = TxN = = @ bogitk
Maka 1+282 "1+2° 14272 1+ 207
—2t 1 =2 2t
1+ 32 1+262 1427
dB _ 4ci + (42— 2)j — 4k dB _ dB/d: _ 4ri + (4" — 2)j — 4k
Sekarang — = o dan — = = =
dt (1 + 25y ds ds/dt {1+ 26 )
. 2. 2
sy —2ti + (1 —27)j + 2tk dB _ 5 . s —
Juga, 7N = —7[ e ] . Karena = — TN, kita dapatkan (1 + 227

Perhatikan bahwa K = 7 untuk kurva ini.

23. Carilah persamaan-persamaan dalam bentuk vektor dan koordinat tegak-lurus untuk (z) vektor singgung

satuan, (b)normal utama, dan (¢) binormal terhadap kurva dari Soal 22 pada titik di mana ¢t = 1.

Misalkan T,, N, dan B, menunjukkan vektor-vektor satuan singgung. normal utama dan binormal
pada titik yang dikehendaki. Maka dari Soal 22,

_ B +2§ + 2k =20 — j + 2 2i — 2§ + k
To 3 y No—*h:; ) BO:_ 5

Jika A adalah sebuah vektor yang diketahui sedangkan r, dan r berturut-turut menunjukan vektor
kedudukar dari titik pangkal dan terminal vektor A, maka r — r, sejajar A dan dengan demikian per-
samaan untuk A adalah (r - ro) x A=0.

Persamaan vektor singgung satuan (f~rfg) X Ty = 0

Maka : Persamaan normal utama (F—rg) XN, =0
Persamaan binormal r—ry) ¥ B,=0
o |
Dalam bentuk koordinat tegak-lurus, dengan, r = xi + yj + zk, I, =1°hjEE ~§ k persamaan-persa-

maan diatas berturut-turut menjadi

x=1 _y—-1 _2-2/3 x—1 _y—1 _2-2/3 x—1 _ y—1 _ z2-2/3

I 2 2 —2 -1 9 2 - =2 1
Persamaan-persamaan ini dapat pula dituliskan dalam bentuk parameter (lihat Soal 28, Bab 1).

Carilah persamaan-persamaan dalam bentuk vektor dan koordinat tegak-lurus untuk (z) bidang oskulasi,
(b) bidang normal, dan (c) bidang yang meralat terhadap kurva dari Soal 22 daxn 23 pada titik dimana ¢ = 1.

(@) Bidang oskulasi adalah bidang yang memuat vektor singgung satuan dan normal utama. Jika r adalah
vektor kedudukan dari sebarang titik pada bidang ini dan 1, vektor kedudukan dari titik t = 1, maka
r — 1, tegak-lurus B, yang adalah binormal di titik =1, yakni (r —1,)- B, = 0.

(b) Bidang normal adalah bidang yang tegak-lurus vektor singgung di titik yang ditinjau. Maka persamaan
yang dikehendaki adalah (r —r,)- T, = 0.

(¢) Bidang yang meralat adalah bidang yang tegak-lurus
normal utama di titik yang diti~iau. Persamaan yang
dikehendaki adalah (r — ry) * Ny = 0.

Bidang oskulasi

Dalam bentuk koordinat tegak-lurus, persamaan-
persamaan («), (b) dan (c) berturut-turut menjadi,
2x—1) — 2(y —1) + Kz —2/3) 0,
1(x—1) + 2(y —1) + 2(z—2/3) 0
—2x—-1)—1Ly—1)+ 2(z—2/3) = 0.

1"

Bidang yang meralat

Gambar di samping memperlihatkan bidang-bi-
dang oskulasi, normal dan yang meralat terhadap kur-
va C di titik P.
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25. (a) Perlihatkan bahwa persamaan r = r(x, v) menyatakan sebuah permukaan.

(b) Perlihatkan bahwa %‘ X g—i menyatakan sebuah vektor yang normal terhadap permukaan di atas.

(¢) Tentukan normal satuan terhadap permukaan berikut dimana a > 0.

r = acosu sinv i + asinu sinv j + acosv k

(a) Jika u kita pandang berharga tetap,
katakan u,. maka r = r(u,, V) menyata-
kan sebuah kurva yang dapat dinyatakan
oleh u = wu,. Begitu pula u =u, mende-
finisikan kurva lainnya r = r(u;, V).
Dengan demikian, bila u berubah maka
r = r(u, v) menyatakan sebuah kurva yang
bergerak dalam ruang dan menghasilkan
sebuah permukaan S . Maka r = r(u, v)
menyatakan permukaan S yang dihasil-
kannya, seperti diperlihatkan dalam gam-
bar di samping.

Kurva-kurva u = u,, u = u;, ... menyatakan kurva-kurva tertentu pada permukaan. Begitu pula
v =v,, v =v;,... menyatakan kurva-kurva pada permukaan.

Dengan memberikan harga-harga tertentu untuk u dan v, Kita peroleh sebuah titik pada permuka
an. Sehingga kurva u = ug dan v = vq, akan berpotongan dan titik (ug, vo) dapat ditentukan pada per-
mukaan. Dalam hal ini kita mengatakan bahwa (u, ) mendefinisikan koordinat-koordinat kurvalinear
(curvilinear corrdinates) di atas permukaan. Tika semua kurva u = konstan dan v = Konstan saling tegak
lurus pada setiap titik perpotongan, kita menyebut sistem kobrdinat kurvalinearnya ortogonal, Untuk
pembahasan lebih lanjut mengenai koordinat-koordinat kurvalinear, lihat Bab'7.

(b) Pandang sebuah titix P yang memiliki ko-
ordinat-koordinat (v,, v,) pada permukaan
S, seperti diperlihatkan pada gambar di
samping. Vektor dr/0u di P diperoleh de-
ngan menurunkan r terhadap u, dimana
dipertahankan v = konstan = v,. Dari teori
kurva ruang diperoleh banwa 9r/du di P
menyatakan sebuah vektor singgung terha-
dap kurva v = v di P seperti terlihat dalam
gambar di samping. Begitu pula dr/dv di P
menyatakan sebuah vektor singgung terha-
dap kurva u = konstan = u,. Karena or/ou
dan Or/0v menyatakan vektor-vektor yang
menyinggung kurva-kurva yang terletak pada
permukaan S di P, maka dari sini diperoleh
bahwa vektor-vektor ini menyinggung per-

. . or or
mukaan di P. Oleh karena itu, - X 3=
ou av
adalah sebuah vektor normal terhadap
S di- P,
Jr _ . .
(¢) = = —a sinu sinv i + a cosu sinv j
Ou
or _ ’ .
8— = acosu cosv i + asinu cosv J] — asinv |k
v
i J k
dr _ Or
Maka — X — = | —a sinu sinv a cosu sinv 0
Ou Ov
a cosu cosv a sinu cosv —a sinv
&= 2 . p y . "
= _—d? cosu sin?v i — aof sinu sinv j — a® sinv cosv k

menyatakan vektor normal terhadap permukaan di sebarang titik (u, 1).
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ar 0 grv

0
Normal satuannya diperoleh dengan membagi — x o dengan besarnya, l_r X 3 I,yang
du ov du 4
diberikan oleh

Va* cos?u sin*v + o sin®u sinfo + a* sin?v cos®v

= Vo* (cos®u + sin?u) sin*v + o sin?v cos?v

= Va* sin?v (sin®v + cos2v)

2

a® sinv jika sinv > 0
—a” sinv jika sinv < 0

Jadi terdapat dua buah normal satuan yang diberikan oleh
* (cosu sinv i + sinu sinv § + cosv k) = *n

Perlu diperhatikan bahwa permukaan yang diberikan didefinisikan oleh x = ¢ cos u sin ¥, vy =asinu
sinv, z = gcosv yang mana darinya terlihat bahwa x? + y? + 22 = 42, yvang adalah permukaan

bola berjejari ¢. Karena r = gn, maka dari sini diperoleh
n = cosu sinv i + sinu sinv j + cosv k

yang adalah normal satuan berarah keluar {outward drawn unit normal) dari permukaan bola di titik

(u, v).

26. Carilah persamaan untuk bidang singgung terhadap permukaan z = x? +? dititik (1, -1, 2).

Misalkan x = u, y =y, z = 32 42 adalah persamaan-persamaan parameter dari permukaan.

Vektor kedudukan dari sebarang titik pada permukaan adalah

r o= oui o+ ovj + @)k

M é_r\\— = ﬁ = + = — 9%k di tits & = ; )=
aqu- i+2uk =1+ 2k, 5y j+2vk 3 — 2k di titik (1, —1, 2), di manau =1 dan v 1.

Menurut Soal 25, normal n terhadap permukaan di titik ini adalah

n o= 2,00 A+2k)x(F—-2k) = —2+2 +k
% " v

Vektor kedudukan dari titik (1, —1, 2) adalah R, =
i—j+2k. Vektor kedudukan dari sebarang titik pada bi-
dang adalah

R = xi+yj+2zk

Maka dari gambar di samping, R — R, tegak-lurus n dan
persamaan bidang yang dikehendaki adalah (R — Ry) ' n
= 0 atau | (xityj+zk)—(i—j+2k)] - [-2i+2j+Kk]
= 0 yakni -2 (x — 1)+ 2(y + 1)+ (z -~ 2)=0 atau
2x =2y =g = 3

MEKANIKA

27. Perlihatkan bahwa percepatan a dari sebuah partikel yang bergerak sepanjang sebuah kurva ruang dengan
kecepatan v diberikan oleh

2
a=d—vT+v—N
dt o

dimana T adalah scbarang vektor singgung satuan terhadap kurva ruang, N vektor normal utama, dan p
adalah jejari kelengkungan.
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Kecepatan v = besarnya v kali vektor satuan singgung T atau v= »T

Difereisiasikan, a = :‘} = g; T) = Z—:) T + v %
; ’ d d
Tetapi dari Soal 18 (a), d;f = 3—} ﬁ = KN gf = kuvN = %\I
’ dv d 2
Maka a = d—: T + ,,(EIDE) = 3_; T + % N

Hasil ini memperlihatkan bahwa komponen percepatan dalam arah singgung terhadap lintasan adalah
dv/dt dan v?/p adalah dalam arah normal terhadap lintasan. Komponen percepatan yang terakhir ini se-
ringkali disebut percepatan sentripetal. Untuk hal khusus dari soal ini lihat Soal 12.

. Bila r adalah vektor kedudukan dari sebuah partikel bermassa m relatif terhadap titik O dan F adalah gaya-

luar pada partikel, maka r x F = M adalah torsi atau momen dari F terhadap O. Perlihatkan bahwa M=
dH/dt, di mana H=r x mv dan v adalah kecepatan partikel.

M = rxF = rx ;z'd_z (mv) menurut hukum Newton
;AL e = A dr
Tetapl.dt xxmvy) = rX T (mv) + =7 X mv
I P x xm &y
2 s (mv) vxmv = X 5 (mv) + 0
L d d
jadi M = =7 (rxmv) = d_‘:

Perhatikan bahwa hasil ini berlaku baik untuk m konstan atau tidak. H disebut momentum-sudut. Hasil ini
menyatakan bahwa laju perubahan momentum sudut terhadap waktu sama dengan torsi.

Hasil ini dapat diperluas dengan mudah untuk suatu sistem dari n -buah partikel yang masing-masing-
nya memiliki massa m,, m,, ..., my, dan vektor-vektor kedudukan 1y, 1. ..., Ip dengan gaya-gaya luar

n
3% 2 ini H=
F,, F,, , F,. Untuk hal ini, k2=1mk T, XV,

. dH
total, dan hasilnya adalah M= —dT seperti yang sebelumnya.

n
adalah momentum sudut total M= 3 rkx Fk torsi
k=1

Seorang pengamat yang berada di titik asal O dari

suatu sistem koordinat x y z, mengamati sebuah vektor

A =A,i+ A4,j + A3k dan menghitung turunannya ter-
d4, . dA, . dAs

hadap waktu sebagai T L+ ot - i+ Ji k. Ke-

mudian, ia menyadari bahwa ia dan sistem koordinat-
nya sebenarnya sedang berotasi terhadap sistem koor-
dinat X YZ yang berada dalam keadaan diam dengan
titik asalnya juga di O. la lalu bertanya, ‘ Bagaimana
pernyataan turunan terhadap waktu dari vektor A X
bagi seorang pengamat yang berada dalam keadaan

diam terhadap sistem koordinat X YZ 7’

d . :
fa) Jika ﬁd]_é \r- dan 2 |, masing-masing menyatakan turunan terhadap waktu dari A terhadap sistem
! {

yang diam dan yang bergerak, perlihatkan bahwa terdapat sebuah besaran vektor w schingga

dA
dt

dA
dt

+ wxA

I
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(b) Misalkan Dy dan D, masing-masing adalah simbol turunan terhadap waktu dalam sistem koordinat

(a)

(b) Menurut definisi DfA =

diam dan yang bergerak. Perhatikan ekivalen operator

Df’:‘Dm+wx

Bagi pengamat diam, vektor-vektor satuan i, j, k sebenarnya berubah terhadap waktu. Oleh karena itu,
turunan terhadap waktu dari vektor A akan dihiturgnya sebagai
dA dAs | dA, . dA, di dj dk )
X T TP FI TR g v Ay Ay ki
dA| . dA di di , 4 9K
2 bl & AR
Karena i sebuah vektor satuan, maka di/dt tegak-lurus i (lihat Soal 9) dan dengan demikian harus
terletak dalam bidang dari j dan k. Jadi
di
(3) T O+ gk
: dj t
Begitu pula, 4) It = Ogzk + Qi
dk  _ :
(5) Frl agl + aj
Karenai-j = 0, maka turunannya menghasilkani. g-l + Zl—i-j =0. Tetapi i. ? = 0, dari(4), dan
t t ] t.
.5 = o, dari (2) jadi @, = — @, |
5 dk | di 3 .
Dengan cara yang sama dari i-k=0, i- 2 Tz, k=0 maka Og=-—0,; dad
dk  dj , _
i-k=0, J- 75 + 2 -k =0 maka ag = — 3.
; di dj dk
Jadi T - %l Ok, = ok — @i, 55 = —0,0—-0y) dan
di dj dk  _
Ay * A F Aag, T (COA,— AT + (B A — G AN+ (G A, + ANk
yang dapat dituliskan sebagai,
[ i i k
Ay =0y @
4y 4, 4,
Maka bila kita memilih ag = w,, -0, = w,, 0, = wg determinannya menjadi
i i k
wy Wy Wz = wxA
Ay Ay Ay
dimana @ = Wi + woj + wak. Besaran w adalah vektor kecepatan sudut dari sistem yang ber-

gerak terhadap sistem yang diam.

Dari (a),

%’} = turunan dalam sistem yang diam.
f
dA ;
DmA = Z} = turunan dalam sistem yang bergerak.
’ n
DfA = DpA + wxA = Dy t@x)A

yang memperlihatkan ekuivalensi operator Df =D, twx.
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30. Tentukan (z) kecepatan dan (b) percepatan dari sebuah benda yang bergerak bila dilihat oleh kedua peng-
amat dalam Soal 29.

(a)

(b)

Misalkan vektor A dalam Soal 29 adalah vektor kedudukan r dari partikel. Dengan mempergunakan
notasi operator dari Soal 29 (b), kita peroleh

(05) Dfr = (D + @1 = D,r + wxr
Tetapi Dfr = vf’lf = kecepatan partikel relatif terhadap sistem yang diam.
D,r = vﬁl"‘ = kecepatan partikel relatif terhadap sistem yang bergerak.
Wxr = V r - kecepatan sistem yang bergerak relatif terhadap sistem yang diam.
m
Maka (1) dapat dituliskan sebagai,
) v = v +wxr

7 pln

atau dalam notasi yang diusulkan
(3) v = v + v
pLf pim mif . .

Perhatikan bahwa peranan dari pengamat diam dan yang bergerak tentu saja dapat bergantian. Jadi
pengamat diam dapat berpikir bahwa dirinya sedang bergerak terhadap pengamat lainnya. Dalam hal ini
kita harus mengubah indeks-bawah (subscript) m dan f dan juga mengubah w menjadi —w karena rotasi
relatif dibalik. Apabila ini dilakukan, (2) menjadi

= Vv — @Wxr atau v = Vv + @xr

v
pim pIf 7 plm
sehingga hasilnya berlaku untuk tiap-tiap pengamat.
2 .
Percepatan partikel sebagaimana ditentukan oleh pengamat diam di O adalah Dfr = Dg(Dgr).  Ambil-
kan Dy dari kedua ruasnya (1), dan pergunakan ekivalen operator yang dibuktikan dalam Soal 29(b),
maka

D_(D =
f( fl') Df(Dm r + Wxr)
= (Dp+ @x)(Dyr + @xr)
= Dm(Dm' + wxr) + a)x(Dmr + @ xr)
2
= Dur + Dp(@xr) + @ xDpr + @x (@xr)
2 2 2
atau Dfr = Dyr + 20 xD v + (D, @) xr + @x(@xr)
Misalkan abif — D; r = percepatan partikel relatif terhadap sistem yang diam,
Bpim = D%r = percepatan partikel relatif terhadap sistem yang bergerak.

Maka am|f = 2w xDyr + (Dyw)xr + @ X (@ XT)

= percepatan sistem yang bergerak terhadap yang diam
dan kita dapat menuliskan a¢|f = af’l”‘ %, If -
Dalam kebanyakan hal yang penting, @ adalah sebuah vektor konstan, yakni rotasinya berlangsung

dengan kecepatan sudut yang konstan. Maka D, @ =0 dan

an s = 2w x D r + @x(@xr) = 20XV, + @x(@Xr)

Besaran 2w xv, disebut percepatan Coriolis dan @ x (@ xr) disebut. percepatan sentripetal.

Hukum-hukum Newton hanyalah berlaku terbatas dalam sistem-sistem inersial, yakni sistem-
sistem yang diam atau bergerak dengan kecepatan tetap relatif terhadap suatu sistem yang diam.

Bumi tidaklah berupa sebuah sistem inersial dan ini disebabkan karena hadirnya apa yang disebut gaya-
gaya tambahan ‘khayal’ (Coriolis, dan sebagainya) yang mana harus diperhitungkan. Jika massa sebuah
partikel adalah sebuah konstanta M, maka hukum Newton kedua menjadi,

(4) MDir = F — 2M(@xD,1) — M[@x(@xr)]

di mana D,, menyatakan d/dt sebagaimana dihitung oleh seorang pengamat di atas bumi, dan F adalah
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gaya resultan dari semua gaya-gaya nyata yang diukur oleh pengamat ini. Kedua suku terakhir dalam
ruas-kanan dari (4) sangat kecil sekali sehingga dalam kebanyakan hal diabaikan dan tak dipergunakan
dalam praktek.

Teori relativitas yang dikemukakan Einstein telah mengubah secara radikal konsep gerak-mutlak
yang dihasilkan oleh konsep-konsep Newton dan membawa perbaikan terhadap hukum-hukum
Newton.

Soal-soal Tambahan

. : dR dR dR
g 54 JCaby dR dR dR
JikaR = e +1In(t*+ 1)j — tant k, carilah (@) 4’ (b) 2 (c) |dt , (@) Idzg

pada r = 0

Jawab. (a)—i—k, (B)i+2i, (c)V2, @@)V5

Carilah kecepatan dan percepatan sebuah partikel yang bergerak sepanjang kurva x = 2sin 3z, y = 2cos 31,

z = 8t pada sebarang saat £ > 0. Carilah besarnya kecepatan dan percepatan.
Jawab. v =6cos 3ci — 6sin3tj + 8k, a=-—18sin3¢i— 18cos3tj, |v|=10, |a]|=

Carilah vektor singgung satuan di sebarang titik pada kurva x = a cos wt, y =a sinwt, z =bt dimanaaq, b

dan v adalah konstanta-konstanta. Jawab. —ew sin @Wti + aw cos wtj + bk

/2 2
atar + &>

Jika A = ¢%i — tj + (2t+1)k dan B = (2t—3)i +§ — ¢k, carilah

(a) = .1 (A:B), 'b)d (AXB), ()7 !A+B| @ (Ax—) pada t=1, Jawab. (a) —6, (b) Tj+3Kk, (c)1,
@)1 +6j+ 2k

d
Jika A =sinui+cosuj+uk, B=cosui—sinuj— 3k, dan C = 2i +3j — k, carilah d—u‘(AX(BXC)

pada u=0. Jawab. T + 6] — 6k

Carilah di (A- B 24 B) jika A dan B adalah fungsi-fungsi diferensiabel.
)

Jawab. A- T2

ds

d’A
g
2

o d
Jika A(c) = 3¢%i — (c+4)j + (2 —20)k dan B(e) = sinc i + 3¢7t§ — 3 cost k, carilah ;7 (AXB)

padat =0. Jawab. —30i + 14j + 20k

. dA . 2, . : ’
Jika At 6ci— 24t j + 4 sint K, carilah A bila pada saat ¢ = 0, diketahui bahwa A =2i +j dan

d
d—? = —i—3k at¢=0. Jawah. A = (2—¢+2)i + (1—2t9§ + (t—4sine)k
Perlihatkan bahwa p= e't(c1 cos 2t + C, sin 2), di mana C; dan C,  adalah vektor-vektor konstan,
. . ; o s & -
adalah solusi dari persamaan diferensial Fr % 23: +5r = 0.
, y 3 . . dr dr e :
Perlihatkan bahwa solusi umum dari persamaan diferensial F * Zaz +w’ =0, dimanaa dan w

adalah konstanta-konstanta, adalah

(EY E = e—-at(c Va?-o? Va2 ~? t)

by r = e'at(C1 sinVw?—0a2? ¢ + C, cos Vw?— a2 ) jika d?—w? < 0.

t+Ce jika ¥ —w’° > 0
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() t = e, +Cye) jika 02— P =9,

di mana C; dan C, adalah konstanta-konstanta sebarang.
41. Pecahkan (@) 4‘—/1—445—&:0 (%) er-+ 2‘—i~r+r=0 (C)é+4r=0
: di? de a2 dt ’ de? :

Juwab. (@) 1 = Cqye5t + Coet, (b)) r = e"t(01 + Cst), (c) r =C4 cos 2t +Cy 8in 2t

42. Pecahkan. %Y- =X, Z—X = —Y. Juwab. X =Cy cost + Cysint, Y =Cq sint — C, cos-¢
t t

//-\»‘
b . » oA oA A PA A Va
4/34_]“\‘1 A = cosxy i + (3xy — 2x")j — (3x +2y)k, carilah 3 dy " o2’ 2’ axay' Oy Ox ’

ub. OA .
jm‘Ub'”a: = —y sinxy i + (3y —4x)j — 3k, %‘yé = —x sinxy i + 3x§ — 2k,
; SN
2 A Fa _ Fa -
ga~ T Eeml Sl cpa e e e gny S 1 eE s SR
//‘
44/ Jika A = 2%yzi — 2% j + x2%k dan B = 221 +yi — 2% k,carilah

{ i/ Vi
= g A AT A
—af—e—ya(fup»\,di titik (1,0.—2). Jawab. —4i — 8j 3/\-—- g 4 o= “/
il ) ¢ ; L :
S/ Dy X e s
“Ax

45, Jika C, dan C, adalah vektor-vektor konstan dan A sebuah skalar konstan, perlihatkan bahwa H = e
2 g -
(C1 sin Ay +C, cos A\y) memenuhi persamaan diferensial partsial g—x'} + 3;%'- = 0.
eiw(t— 7/c)
46_. Buktikan bahwa A = —°———r—— , di mana p, sebuah -vektor konstan, w dan ¢ skalar-skalar
2 2
konstan dan i = 3/—1., memenuhi persamaan %‘z + 3%5— = iz %‘2— Hasil ini penting dalam teori
r r Or c 12

elektromagnetik.

GEOMETRI DIFERENSIAL

47. Carilah (a) vektor singgung satuan T, (b) kelengkungan K, (c¢) normal utama N, (d) binormal B,
dan (e) torsi 7 untuk kurva ruang x::—:“/s, y=t2, z=t+¢%Y/3.

g, o B o= oL B e Uk 2, 1-¢
awab. (a = c SRR SRS T e
V(1 + 3 1+22 1 +¢2
5 . (e) T = 1+7
1 — =
By s e i e e B + Dk
1+ Va1 +4)

48. Sebuah kurva-ruang didefinisikan dalam parameter panjang busur s melalui persamaan-persamaan
x = arc tans, y = Lz/Z‘lD(SQ +1), z =s —arc tans

carilah (@) T, (B)N, (c)B, (@)K, ()T, (H P, (.

i +V2sj + s%k V2
Jawah, @)W = =y CARTE B ey
—V2si + (1—5%j + Vask V2 i
(b) N = O rres 8y 7= et
§% +1 V2
2. _ : 2
(C)B-_-S_.’__;/__z_i-L_i.k_ (]’)IO:S_Jrl
s?2+1 V2
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. Carilah K dan 7 untuk kurva ruang x=g, 5= 2, 2= yangdisebut kubik terbelit (twisted cubic).
2V9r* + 9% + 1 3
Jawab. K = —/—Mm———— | = e 38
(9t + 462+ 1)8/2 9t* + 962 + 1

. Perlihatkan bahwa untuk sebuah kurva ruang torsi 7 = 0.

. Perlihatkan bahwa jejari kelengkungan dari sebuah kurva bidang dengan persamaan-persamaan
y=f(x), z=0,
. . [1+u2)%2
yakni kurva dalam bidang xy diberikan oleh £ = R0/ [
yII

. Carilah kelengkungan dan jejari kelengkungan dari kurva dengan vektor kedudukan r =a cos ui+ bsin uj,
di manaa dan b adalah konstanta-konstanta positif. Interpretasikan kasus di manaa = b.

ab 1
3/2 - E ; jikka @ = b, maka kurva yang ditinjau ini, yang mana adalah

Jawab. K = ;
(a2 sin?u + b2 COSQu)

sebuah elips, menjadi sebuah lingkaran berjejari a dan jejari kelengkungannya p = a.

. d
. Perlihatkan bahwa rumus Frenet-Serret dapat dituliskan dalam bentuk gsz = wxT, :—SN =wxN, f = wxB

dan tentukan @ .
Jawab. @ = TT + KB

| £ xT|

T A

. Buktikan bahwa kelengkungan dari kurva ruang r = r(¢) diberikan secara numerik oleh « =

mana tanda titik menyatakan turunan terhadap t.

BT

. (a) Buktikan bahwa 7T = ll"x“l—z untuk kurva ruang r =r(t). El_l'.tl'_zl' xd_g_l'
. 2
(b) Jika parameter ¢t adalah panjang busur s, perlihatkan bahwa 7 = s :s dess :
@ r/ds )
. Jika @Q=ixr, perlihatkan bahwa «= I?ls ,rs 2L
v r Q

. Carilah K dan 7 untuk kurva ruang = = 0 — sin6, y =1 —cos 6, z = 4 sin(§/2).

Fourgl. wo = B B, * = B +cosB)cos @2 + 2sinf sinf/2
8 12cosf — 4

. N 2t +1 e
. Carilah torsi dari kurva x = ===, y = ——,

Jawab. T = 0. Kurvanya terletak dalam bidang x — 3y + 3z = 5.

z =t + 2. Jelaskan jawab anda.

. Perlihatkan bahwa persamaan dari garis singgung, normal dan binormal terhadap kurvar = r(rj pada titik
t = t, dapat dituliskan berturut-turut sebagai r = r, + Ty, r = 15 + [Ny, 1 =15 + tB,.di mana
t adalah sebuah parameter.

. Carilah persamaan untuk garis (a¢) singgung, (b) normal utama, (¢) binormal terhadap kurva x = 3 cost,
y = 3sint, z = 4t pada titik di manat=7.

3.,4 3 4
Jawab. (a) Garissinggung :r = —3i + 47k + t(——s—l "gk) atau x=-3, y = =5 bz 4T(+§t.
(b) Normal : r = —3i +47j +¢i atau x = —3 +¢, y =47, z=0.

3
() Binormal 1t = =31 +47j + (g +300 atau x= -3, y=aT+ 3 2=
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61. Carilah persamaan (a} bidang oskulasi, (b) bidang normal dan {c) bidang yang meralat kurva x = 3t — £
y= 32, z=3r+¢3 padatmkdlmana t=1. Jawab. (a)y —z+1=0,(b) y+z-7=0,(c) x=2.

62. (a) Perlihatkan bahwa diferensial dari panjang busur pada kurva r = r(u, v) diberikan oleh

ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?

; _ o or arz _or o _ o . or _ ore
Sl du Ou (8 p ¥ e T v Ov (au) :

(b) Buktikan bahwa syarat perlu dan cukup agar sistem koordinat kurvalinear «, v ortogonal adalah £ = 0.
6§>Carilah persamaan bidang singgung terhadap permukaan z = xy dititik (2, 3, 6). Jawab. 3x +2y —z=6

64. Carilah persamaan untuk bidang singgung dan garis normal terhadap permukaan 4z = x? - p? di titik
(3,1,2). Jawab. 3x —y —2z=4; x=3t+3, y=1—¢t, z2=2—-2
. %L < or
: v
65. Buktikan bahwa normal satuan terhadap permukaan r = r(u, v/ adalah n = + /"—u‘—I—_UE. di mana £, F
dan G didefinisikan seperti dalam Soal 62. Hik

MEKANIKA

65. Sebuah partikel bergerak sepanjang kurva r = (¢° — 4e)i + (2 +40)j + (82— 3%k, di mana ¢ adalah wak-
tu, Carilah besarnya kovnponeq-komponen tangensial dan normal darl percepatannya bilar = 2.
Jawab. Tangensial, 16; normal, 24/73

67. Jika kecepatan sebuah partikel v dan percepatannya a sepanjang sebuah kurva ruang, buktikan bahwa

V3

jejari kelengkungan dari lintasannya diberikan secara numerik oleh p = |
’ vXxa

68. Sebuah obyek tertarik menuju sebuah titik tetap O dengan gaya F = f{r)r, yang disebut gaya sentral,
(central force), dimana radalah vektor kedudukan dari obyek relatif terhadap O. Perlihatkan bahwa
r X v=h di mana h sebuah vektor konstan. Buktikan bahwa momentum sudutnya Konstan.

69. Buktikan bahwa vektor percepatan dari sebuah partikel yang bergerak sepanjang sebuah kurva selalu ter-
ietak dalam bidang oskulasi.

70. (a) Carilah percepatan sebuah partikel yang bergerak dalam bidang xy dinyatakan dalam koordinat-
koordinat polar (p, ¢)

(b) Apa komponen-komponen percepatan yang sejajar dan tegaklurus p ?

Jawab, (@)t = [(p=pP*)cosd — (pp+2pP)sin]i
+ [(p-pd?sing + (0P +20P) cos P

®) p—-pd?, pb+2pdp
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