
DIFERENSIASI VEKTOR

TURUNAI\{ BIASA DARMKTOR. Misalkan R (u) se-
buah vektor yang bergantung pada sebual-, variabel skalar

runecal rr. Maka AR _ R(u +Au) - B(u)
Au-Au

di mana Aa nrenunjukkan suatu pertalnbahan dalanr u (li-
hat garrrbar disarnping).

Turunan biasa dari vektor R (a) terlratlap skalar a diberikan oleti

' + = ttm & = llm R(u+Au)-R(u)
du Au:o Au a,ti-o Au

iika lirnitnya ada.

Krr.n. d;R adalah sebuah vektor yang bcrgantung pada u,kita dapat ureninjau turunannya terhadap rr.du '-":
Jika turunan ini ada, ia dinyatakarr otA, 

ff Dengan cara yang sama dibahas turunan dengan orde lebih tinggi

KI'IRVA - KURVA RUANG. Bila R (z) adalah vcktor kedudukan r (a) yang nrenghubungkarr titik asal O dari
suatu sistem koordinat dan sebaiang titik (x, y, z), nraka

r(z) = r(u)l + y(u)t + z(ulk

dan spesifikasi fungsi vektor r (u) nrcndelinisikan x, y dan z scbagai fungsi-fungsi dari u.

Bila u bcrubah. titik ternlinal r nrengganrbarkan se-
buah kurva ruang yang nrerniliki persanlaan-persalnaan
pafarneter

r=r(u), y=y(u), z=z(u)

ruakrr $ = Iaf*)--I.(l) r,rrrrl,Au Az

scbualr vektor yang scarah dengan 4r (lilrat ganrbar disant-

ping).

Jika lirrr + : + ada. nraka linritnya akan bcrupa sc-
6r-s An ilu

brrair vcktor yang scaralr dcngarr urah guris-singgung par!t
kurva ruang di (x, -r,. z ) dan dibcrikalr olch

dr dt dy

d"=d"l*fri

An-n(u+Ar)-R(s)

dz+-k
du
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Bila u adalah waktu t, maka * nrenyatakan keccpatan V yang mana dengannya titik-terminal dari r meng-
du

gambarkan kurvanya. D.ng.,l.riJy.ng sanra, # = # 
ntenyatakan percepatana sepanjang kurva.

KOI.ITINUITASDANDIFERENSIABILITAS. Sebuah fungsi skalar 0 (u) disebut konrirw di u jika lim 
o

(. (u + Au) = Q(u).Ekivalen dengan ini, { (z) kontinu di n

jika untuk setiap bilangan positif'€ kita dapat memperoleh bilangan positif6 sehingga

l41u+Lu1 -f<ull < e apabila lArl . a.

SebuahfungsivektorR(u) = Rr(z)i+Rr(u)j+R3(u)kdisebutkontinudiljikaketigafungsiskalar
R1(a), R2(u) dan R3(u) kontinu di u atau jika lim 

oR(u 
+ Au)= R(u). Ekivalen dengan ini, R(z) kontinu

di u jika untuk setiap bilangan positil€ kita dapat menemukan bilangan positil6 sehingga

lnln+Az1 -R(u)l< e apabila la,I . A.
Sebuah fungsi vektor atau skalar dari u disebut diferensiabel berorde n jika turunan ke - n - nya ada. Se-

buah fungsi yang dilerensiabel haruslah kontinu tetapi sebatiknya tidak berlaku. Bila tidak ada pernyataan lain-

nya, maka kita menganggap bahrva semua lungsi yang ditinjau adalah diferensiabel hingga otde yang diperlukan

dalam pembahasan.

RUMUS DIFERENSIASI. Jika A, B dan C adalah fungsi-fungsi vektor dari sebuah skalar z yang diferensiabel

dan @ sebuah fungsi skalar dari u yang diferensiabel, maka

t.4<e*$=+.+du' du

z. fi<e.u = ^.#.ff-"
s. !*<e,*u = n"# * dfi*,

t.4<an = ++ **edu du du

n.sxdj+a.*xc+4'sxc5. f(A.Bxc) = du du du

6. ! {n,(Bxcr} = Ax(8, Pl * a,,r# xq + $ x (Bxc)'- du'- du' 'd,u du

Urutan dalam hasil-kali hasil-kali ini penling.

TLJRUNAN PARSIAL DARMKTOR-VEKTOR. Jika A adalah sehuah vcktor yang bergarrturrg pada lcbih

daripada satu variabcl skalar, katakar. x' )', z ulisalnya,

rnaka kita tuliskan A = A (x, y. z). Turunan parsial dari A tcrh:dap r didcl'inisikan scbagai

P=i*W
jika linritnya ada. Begitupula ar-0 ar

aA .. A(r, y +Ly, z\ - A(x,y,z\
i- = IIm-
dy A, -0 DY
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aA A@,y, z +Az) - A(z,y,z)
d z Az..o Lz

adalah masing-nrasing turunan parsial dari A terhadap y dan z jika linritnya ada.

Pernyataan kontinuitas dan diferensiabilitas untuk fungsi-tungsi dari satu variabel dapat diperluas bagi

fungsi-fungsi dari dua atau lebih variabel. Misalnya, $(x, y) dikatakan kontinu di (x, y) jika lim @(x + Ax, y + .

tJlS
Ay) = Q(x, y), atau bila untuk setiap bilangan positif € kita dapat menemukan bilangan positif 6 sehingga

lq@ + Ax, y + Ay) - Q@, y) l( € apabila iAr l< 6 dan lAy l< 6. Definisi yarg sama berlaku pula untuk fung-
si-fungsi vektor.

Untuk.fungsi-fungsi dari dua atau lebih variabel kita pergunakan istilah diferensiabel (differensiablei dengan
pengertian bahrva fungsinya menriliki turunan-turunan parsial peltama yang kontinu. (lstilah ini dipergunakan
oleh ;.ang lainnya dalam pengertian yang agak lebih lunak).

Turunan-turunan yang lebih tinggi dapat didefinisikan seperti dalam kalkulus. Jadi, misalirya,

?2a ?.?e. ?2A a,aA. E2A - ?,4A,
a7 = a"(a" )' ;V = tt3,'' a,' = a,\i)

?2.{ _ a,aA, ?2A = lr?4,, a"A _ ?r?2,l,,
a"a, = a,tt'' a,i," = artt'' a,a"".- ar'ar''

^2 -2
Jika A memiliki sekurang-kurangnya turunan-turunan parsial orde kedua yang kontinu. *.f.. 5ffi = ** 

,

yakni urutan dilerensiasinya tidaklah menjadi persoalan.

Aturan-aturan untuk turunan parsial dari vektor-vektor mirip dengan yang-dipergunakan dalam kalkulus
elementer dari fungsi-fungsi skalar. Jadi jika A dan B adalah fungsi-fungsi dari x, y. z mzka, misalnya,

l. 3ra.nr = A.P * $.,Ox,' dr dx

- ,9E * P's2. +6xB) = A
dx dx dx

^2r. -*re.sr = 3t3re.sri = ltn.P. S.nloy ox, dy Ox Oy dx dx

= o.E * g4.gE. g4.gE *:?:g.*
dy dx dy dx ' 6; ' 

i 
* 3;; 'B ' dan seterusnva'

DIFERENSIAL DARMKTOR-VEKTOR mengikuti aturan-aturan yang mirip dengan yang dari kalkulus
elenrenter, Misalnya,

,1. Jika A=Ai+A"i+,\k, maka dA= dAi+dAri+ilA"k

2. d(A- B) = A. dB + dA.B

3. d{Axa) = AxdB + dAxB

4. rika A= A(x,y.z),rnaka aa = !a, . {+ 
* {a,, arr.

GEOMETRI DIFERENSIAL menyangkut studi terhadap kurva-kurva ruang dan permukaan-permukaan. Bila C
adalah sebuah kurva ruang yang didefinisikan oleh kurva r (a), maka kita telah me-
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vektol yang searah dengan Baris-singgung pada C. Jika skalar u diarnbil sebagai

39

iihat bahwa ff aoalah sebuah

panjang busur s yang diukur dari suatu titik pada Cmaka ff uaA^nsebuah vektor sirrggungsatuan pada C dan

Cinyatakar"r riengan T (tihat ganrbar dibarvah). Laju perubahan T terhahap s adalah ukuran dari kelengkungan C

Jan diberikan oieh {T Arah dari 4l puaa sebarang titikds ds

p:rda C adalah normal terhadap kurva pada titik tersebut
(lihat Soal 9). Jika N adalah sebuah vektor satuan dalanr

rralr normal ini, nraka ia disebut normal utama (prin'

cipal nornul )pada kurva. Jadi # = ,.N, di mana K di
sebut kelengkungan (curvature ) dari C pada titik yang di-
spesifikasikan. Besaran p = 1lK disebu iejari keleng-
kurtgan (radius of cun,ature ).

VektorsatuanByang tegak-lurus pada bidang dari T dan N dan sedenrikian rupa sehingga B = Tx N,
disebut blnonaai terhadap kurva. Dari sini diperoleh bah'uva T, N, B mernbentuk sebuah sistern koordinat tegak-

Iurus tangan-kanan lokal pada sebarang titik dari C. Sistem koordinat ini disebut trihedral alautriad pada iitik
1'ang ditinjau. Bila s berubah, maka sistenr koordinatnya bergerak dan dikenal sebagai trihedral bergerak.

Hirnpunan relasi-relasi yang mengandung turunan-turunan dari vektor-vektor fundamental T, N dan B se-

cara kolektil dikenal sebagai rumus Frenet - Serret yang diberikan oleh

dT
ds

r( N. f = rn- <'r, P=-,r
ds

di mana r adalah sebuah skalar yang disebut torsi (torsion). Besaran o = llr disebut ieiari torsi {radius of tor'

sion ).

Bfulang osktlasi (osculating plane) pada sebuah kurva dititik P adalah bidang yang rnengSndung vektor sa-

tuansing,gungdannorrnal utarnadiP. BidangnormaladalahbidangyangnlelaluiPdantegak-lurusvektorsatuan
singgung. Bidang yang meralat (rectifying plure) adalah bidang yang meialui P dan tegak-lurus normal utama.

MEKANIKA menyangkut studi terhadap gerak partikel sepanjang kutva-kurva, studi ini dikenal sebagai klne-

matika. Dalarn hubungan ini beberapa hasil dari geometri diferensial dapat mempunyai arti.

Studi terhadap gaya-gaya pada obyek-obyek yang bergerak ditinjau dalamdinamika. Yangmendasar dalam

studi ini adalah hukunr Nervton yang terkenal yang menyatakan bahrva jika F adalah gaya total yang bekerja

pada sebuah obyek bermassa m yan1 bergerak dengan kecepatan v, uraka

F *(nv)

di mana niv adalah rnomentum dari obyek. Jika rn konsr"an, maka rumus ini menjadi F = m

a adalah percepatan dari obyek.

Soal-soal yang Dipecahkan

dr=
dt

nza. di mana

l. Jika R (u) = x

huktikan bahrva

(u)i + y (u)j + z(u)k, di manax, y,dznz fungslfungsi diferensiabel dari sebuah skalar r,

dy.
d.u

dR
d"

dR=
Cu

dx.
= -;-l +

d,u
*u.du

.. R(u+Au) - R(u)Ilm --:-:-Nt-o &
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= rim [z(u +Az)I + y(a +Aa)i + z(z +&)r.] - [z(s)t + l(u)J + z(u)k]
du'-o A"

z(u +Au) - ,(z) . y@+N) - y(u) . z@+N1 - z(u\ .= aijlo 

-A;- 

' ' ----a, 
- 

i * ---- &- k

dx dy dz
=- dul + V;t + i;k

2. Diketahui R = sinr i + cos, j + rk, Carilatr (c) #, ,ur'#,nt lffl, Al t#l
dRddd

fu) a, = A(sinr)i + 
;(cosr)J +;(r)k = cosrl - sinrJ + k

d,2R ddr (t d d(b) 
dt2 = A(d,) =;(cosr)i-A(sinr)j+;(l)t = -sinri-cosrJ

- td'*.t r-@l?il = ',zr-5in4'11-"6s11'= 1

3. Sebuali partikel bergerak sepanjang sebuah kurva yang persamaan parameternya adalah.r=e't,y=
2 cos 3r, z = I sin 3r, di mana r adalah waktu.
(a) Tentukan kccepatan dan percepatannya pada sebarang saat.
(D) Carilah besar dari kecepatan dan percepatan pada t = 0.

(a) Vektorkedudukanrdaripartikeladalah r =:7+yt+zi = e-tl+2cos3rr+2sin3, l.
Maka kecepatannya v = 

d: . -"-t, - csh3, J + Gcos 3, E

It
danpercepatannya a = #= "-t, - lScos3rJ - lSstn3rk

(b)Pada r=0, f;=-i*ot dan fi=r-rrt. Maka

besarnya kecepatan pada t = 0 adaiah /e],lz;(8 = /n
besarnya percepatan pada t = 0 adalah /{T; e@ = hzs.

4. Sebuahpartikel bergeraksepanjangkurva x=2t2,y=t2 -4t,2=3t*5,dimanaradalahwaktu.Carilah
komponen-komponen kecepatan dan percepatannya pada saat , = I dalam arah i - 3j + 2k.

Keceparan = * = frlzrri + 1t2-4t1i + (3r-S)k]

= 4ri+121-41;+3k = 4i-2J+3l pada'=l.

vektor satuan datam arah i _ 3j + 2k adalah 
ffi

Maka komponen kecepatan dalam arah yang diberikan adalah

(4i-2j+3k).(i-3j+2k) 
- 

(4)(1)+(-2)(-3)+(3)(2) 
= 

ru- _ Bt/i
ln - ln - h4- 7

percepatan = * = *r*t = frlnrr+(2,-4)J+3kl = 4r+2J+0k.
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Maka kornponen percepatarl pada arah yang diberikan adalah

4l

gt?r .j!t ..0_!l .lkt _ (4) (1) + (2) (-3) + (0)(2)

f,rq

_,
t/-u/rs

- -/n
1

5. Sebuah kurva C tlidetllisikap oleh persalrraatl parallleter x = .x(s) )' =,v(s)' z = z(s), di mana s adalah pan-

jang husur C {iukur tlari suatu titik tctap parJa C. Bila r adalah vektor kedudukan dari sebarang titik pada C'

perlihatkan bahrva r1r/t1s adalah veklor singgung satuan pada C.

Vektor dr - !.,1+ yj + zk) = #", - 
b*t - 'i* menvinggung kurvax = 'x(s),

ds ds

l,= -v(r), z = z\s). Untuk mernperlihatkan bahwa ia adalah vektor satuan. kita perhatikan bahwa

=1

karena dari kalkulus (<1s)2 = (dx11 + (,dy)' + {dz)?.

6. (a) Carilahvektorsinggungsatuanpadasebarangtitikterhadapkurva. z =t2iL, y--4t-3, z =2t2-6t
(b) Tentukan vektor singgung satuan ini pada titik di mana r = 2'

(a) Vektor singgung terhadap kurva pada sebarang titik adalah

'; = fila'*rl, + (4r-3)j + 12c2-or;kl = 2tt + 'ii + ({r-6)k

Vektor ini besarnya l*l = /fa? * <&* <+r-ef

Makavektorsinggungsatuanyangdikehendakiadalah T - 2ri + 4J + (4'-6)k
!'Aa'?;@T136:i:P

Perhatikanbahwakarenal';l = fi,*unu , = m =';

(b)Padat=2,vektorsinggungsatuanadalah,=ffi=3,*i,-i*.

7. Jika A dan B adalah fungsi-fungsi skalar dari u yang diferensiabel, buktikan bahrva :

(o) !,a,st = "'# . ff'*, 6 !;(axB) = "'# * df *n

tal lte'gl = lim (A +AA)'(BJAB) - Ajl
' du A2-0 Au

= rim a:4EjA:E-lA4:AE
[i-o A"

= rim n.P r ti.u * *.n* = A.+ * *.sliz-.o - A, A, A" du clu

Metodelarr.Misalkan A= Ai+ 4l+ 4k, B =8rl + B;! + 8"k.'Maka

9rn."l = !g.re, + A2B2 + AsBs)
d.u ' du'

tdr t

ds

-- re,d# . ,b* . uo*t * (#s, . ffa .'**, = ^.oi 
*

141 41a*sy = 1im (A+AA)x(B+AB) - AxB
' ' du' ii-o A"

dA. r
du
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ijk
44r 4!2 413
du du d,u

81 82 g3

AxAg +AAxn +AAxAB
&

,r'$+S,r*Aj,an = ^xd] 
+d4,8Au A" A" '- du tlu

Metodc lain
. ll J k

f,re"n1 = f,ln, A2 As

la, 82 Bs

Pergunakan teorema diferensiasi dari determinan, maka hasil ini menjadi

dB dA
= Ax -:-- + -;- xBdu d,u

8. Jika A = St2i+rj-r3k dan B= sin / i * cosr j, carilah {rl S Ur.B), (b) ft<e,rU, Ol *tr. e^1.

s fi6,'s1 = ^'d# 
. #'"

= (5r2i * rJ - r"k).(cosri + sinrJ) + (lort +, - 3r2k)r(siir!l - cosrJ)

= Sr2cosr + rsinl + l0rsin, - cos, = 15t"-l)cos, + llrsin,

Metodelain. A.B = Sr2sin, _rcosr. Maka

*rn.*, -- fi sr"in,- rcosc) = Sr2cosr + 10,sln, +,sln, - co6,

= 15t2- l) bos r + 11, sln,

aolff6^,") = Ax# + o,axw = I;i:, .1, fl .Ii:: _"1., -l,l

= [F sinr i - l3 cosl 1 + 1it2 sin, - r cosryk]

r [-3r2cosl I - St2sinrj + (-l0rcosl - sint)k]

= (r3sln, - 3r2cosr)l - (lscosr + 3l2sirll)J + (sr2sin, - sin, - 11, cosr)k

Metode lain.
ri , kr

AxB = |Sr, 
', 

-*l = -r3cosri-r3sin,!+(-Sicos,-rsinr)k
| "in, -cos! o I

Maka rl{exa) = lr3sinr-3r2cosrli- lr3cosr +3r2sinr)J + lsr2sinr- llrcosr-sinr)k

<"t fi<a,.A) = e.'* - #.^ = ,**
= 2(St2! +11-13h1.(lort+r_Br2k) = 10013 +Zt +oF

Irlctotielain. A'A = 151c12 + 1112 + 1-1a12 = 26ta + 12 + ts

ua,Xa f;Qs{+f +t\ = 10013 + 2t + 6t6.

9. JikaAbcsarnyatetapnrakapcrlihatkanbahwaA dandAldtsalingtegak-lurusasalkan laA,/atl / O.

Karcna A besarnya tetap, A . A = konstan.
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ruau jte.e) = A.*^ * *^.n = ,n.oi = o.

JadiA'ff =o dan A tegak-lrrr.ffasalkan iffi*o

10. Buktikanrarrwarf(,t.BxC)=A.B "fi*t-#"r*#.BxC,dimanaA,B,cadalahfunssi-
fungsi diferensiabel dari skalar zr.

MenurutSoal?(a)dan7(D), fre'Orcl = e.'!*tsrc1 * jf'n"c

= a'[n,# . #,c] + ff'n,"c

= A.Bx# . n.ff,c * dfi't,"c

n. Hitungrah i".#-frr.
Menurutro, fio.#"#, = v.ff,# . r.#,# .#.';"#

=v.ff*ff *o*o =r'#,#
12. Vektor kedudukan dari sebuah partikel yang bergerak diberikan oleh r = cos t.rl i + sin olj di mana <,.t

konstan Perlihatkan bahwa (c) kecepatan v dari partikel tegaklurus r, (D) percepatan a arahnya menuju
titlk asal dan besarnya sebanding dengan;arak ke trtik-asal, (c) r x v = vektor konstan.

(a) y = *= -.sina.[i + @ coso,tt

Maka r'v 
: l":'J:;l;:H,|.,:;:,;L'::; :",'"'

jadi r dan v saling tegak-lurus.

*to# =# = -.'cosa, I - tl.2sina,t!

= -..l.2 ["o" -, i + sin a.,, !) = - c,;2t

Jadi percepatan berlawanan arah dengan arahnya r, yang berarti ia mengarah ke titik asal. Besarnya

sebanding dengan I r I yang adalah jarak ke titik asal.

(c) rxv = [cos at I + slnr".t !] , [-r.., slna, I + a.r sosor 1]

iJk
cosar, Blnor 0l = ar(cos2atr+sln2arr)k = alk,sebuahvektorkonstan

43

-(D sLn @t @ cos at 0

Secara fisis, geraknya adalah gerak sebuah partikel pada lingkaran dengan laju sudut @ yang tetap

Percepatannya yang mengarah ke pusat lingkaran, adalah pcrcepatan sentripeldl.

13. Buktikan , n*t-; - ,fi-" = i,rn-# - dLxB).

trn,* - 44xR\ = *;n"#t - |rff"nt
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= ^"# . #"r# - ld*,a; . fr,d = n,# - #""
14. Perlihatkan bahwa a. f; = e df 

.

Misalkan a = Ati+A2t +Ask. Maka I = rT--tr;R

# = )<ei 
* ei + ef,y 4,qu,!!t * ze,ff * u,*t

ed# * e,ff * e"ff ^.# ta sa= 
^ 

' Yansberartil#=*'*'

Metode Iain.

Karena A.A = A2, *rn.n, = *rn'r.

frre.rt = *af * *.^ = ,n.# aan. rt<a\ = uff
Maka ,^.* = uff,uuu o.o* = n#.

' Perliatikan bahwajika A sebuah vektor konstan 
^ * = 0 seperti dalam Soal 9.

15. Jika A = {222y -r'1i + ("'t*'y sinr)J + (z2cos7)k,carilah,S,lA. a'A, ?'A. a'e - _fedx oy'' dS' V' ;q' d;;;'

# = *r*"r-,1t + *r*-rsin,)J + $t'cos7)tr
= (4rt -4:31t + (lexl -, cosr)j + 2xcosy k

# = *,*,y-,n)t + 
$<",t-7 

sin:)J + 
$r,2cos7)rr

= 2r2l + (xexl- slnr)J - r2siny k

* = $rn", -{,3)i + lo"n -/ cosx)i + 
$rz, cosrlr

= (4y - l2e\7 + (72ex1 +, sinr) j + 2 cosy k

* = fi,r"r, 
- 

$o).n -sin:)i - $r,, "inrrrr

= n + az{1 ! - x2cosy*,= x2exJj __ rrcosTk

a'-l - E,EA, - a
?,7y Zr'4' ' 

Axzr2)i 
+ ]e"'1 -sin')j - $c'"invlt

= 4x I + (ryexl +exl -cosx)i - 2r sinT k

+ = 3,$, = ?r*r-4r31i + 3-(,",)- a
ara, = artt) = A, oy' /cosu)j + 

f(2xcos7)k
= 4rl + (xyexlaef,r-cosr;1 - 2rsinyk
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perhatikan buh*u 
E'A = D'o 

vakni urutan diferensiasi tidak dipermasalahkan. Hal ini pada
0y0x dxdy '

umumnya berlaku apabila A memiliki sekurang-kurangnya turunan-turunan parsial orde kedua yang kon-

tinu.

16. Jika 4G,y,z)=xyzzdanL=xzi-xyzi+yz2k,carilah$, (0A)padatitik(2,-1,1).

6l = @y2z'1ezi-xy2.!+yz2k) = 72y2227 - x2yazl + xfzet

$,+nl = j<r'l'r' 1 - x2y4zJ +ry3zsk1 = ?*2v22 i - rzf I + 3rfz2h

12

t'-ar<+nl = fi<uzf"i- x2yai *3xy3z2k) = 4ry2z i - bto i + 3ysz2k

*,Onl = j<+rt'rt*uyot+3ysz2k\ = 4/',i*ty'tdx'Oz Ox

Jikax=2,y---1 , z=I inimenjadi 1(-l)2(1)i-2(-1)4j = ai-2i.

l?. MisalkanFbergantungpadax,y,z,rdimanax,y,danzbergarrtungpadar.Buktikanbahwa
dF _ a.E _ aFfu - aFdl: - !E&
dt = dt'ari'zydt'zzilt

di bawah anggapan diferensiabilitas yang sesuai'

Misalkan bahwa F = Fr(x;y.z,t)l + Fl*,y,z,t)J + Fr(x.y,z,t\\. Maka

dF = dFLt+dF2!+d\k

= t+ar + $r, **r, **d,7r + t*r, *ffu,.*0, *{a tt

?n 
t*" *ffo' .ff+ * $a'Jr

= (=ji * P1 * 9&r1a, * (9Lr + 9Li * ]&1ya,ot ot dt dx dz dr

rPr * P, * $*rr, - (+r * lEr * P11a,ol Oy dy dz dz dz

= $r, * $a, * Pay * $r,'otoloyoz

dan crengan demikian f = * . *,; . *,i 
- #r,

GEOMETRI DIFERENSIAL.

18. BuktikanrumusFrenet-Ser.t (r) # = xN, (6) 33 = -"*, (") # = rB-<T.

(a) Karena T' T = l, maka dari Soal 9 didapatkan trahwa T' f =0,yangberarti 41 1'gak-lurus

Jika N sebuah vektor satuan dalam arah f, *"t, # = *" Kita menyebut N normal utuma,

K kelengkungan dan p : llK jeiarikelengkungan.

(b) Misarkan B = TxN, nraka dE = 1r4 * #"n = r-f +,<NxN = rr#
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Maka T. dB 
= 

dN dB
ds f .Tx 

; = 0,jadiTteeaklurus 
fr

Tetapidari B.B = I kitadapatkanbahwa B #= 0(Soat9),jadi 4E lsgak-lurus B dan

terletak dalam bidang dari T dan N

Karena -- terletakdalambidangdari T dan N dantegak{urus T, makaiaharuslahsejajar N;
ds

.rtr$ = -rN. Kitamenyebut B binormal, r rcrsi d.anro = t/r ieiari-torsi.ds

(c) Karena T, N, B membentuk suatu sistem tangan kanan, maka demikian pula N, B dan T. yakni
N = BxT.

rtlata f = Br# * frt = BXKN - 1rNXT = -KT +1rB = 1-B - /<T.

19, Buatlah sketsa kurvaruangx = 3cosr, / = 3sinr, z = 4t dan
carilah (a) vektor singgung satuan T, (D) norrnal utama N, ke-
lengkungan I( dan jejari kelengkungan p, (c) binormal B, torsi r
danjejari torsi o.

Kurva ruangnya adalah heliks lingkcran (lihat gambar di sam-
ping). Karena t = z14,persxmaan kurvanyaadalahx =3 cos (z/4),
.y = 3 sin Qla) jadi dengan demikran terletak pada permukaa;r silin-
der x2 +y2 = 9.

(a) Vektor kedudukan dari sebarang titik pada kurva adalah

r=
d,r

dt
ds
dt

T

3cosri + 3sinrJ +

-3slnrl + ScosrJ

rdrr /E d,td.tt - y' &-dt (-3 sinr)2 + (3 cost)2 + 42 : 5

3 3 4.
- Esrnrr + EcosrJ * 5r.

-|"o",t - fsinrt

x as r]0.

4th

+4k

dr
il

dr/dt __

ds /dt

6# = *r-$sin,t+$cos,i*f rl
dT dT/dt 3 3
d" = d"/dt = - 2i cos' I - ,E= 

sln' J

Karenadf, = xx, lf | = l"llxl =

Maka " = l#i = /;E*",r.
oari f = r(N, kitaperoleh - = l f

(c) B = TXN

ijk

334
--Sln, -cosl555

- cos, -sinr 0

f = f "o",t+f sin,J, 'r+

-7N - -T(- cosr I - slnr l)

.331(-6srnt)- = * dan. P=k

= -cosri - sin, j.

25

q-
= - slnr l

5

43
- - cosl I + - x5-5

1"o"ri + lsinri
25 25

A.A
* sinc I atau r=*

dB/dt
ds/dt

4
25 cos, r + t2s(r=-=-

T4
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Buktikan bahwa jejari kelengkungan dari kurva dengan persar.uaan paranleter x = x(s), t' = y{s)' z = z{s)

, ,d' ,., ,d't,, ,i12 z,z'1-t1z
diherikanoleh P = L(-;-=) +(,+) +(-;-;)J

Vektor kecudu*." o*lr"o,,r,;:;,- ,".r';,rva adalah r = r(s)i + /(i)i + z(s)k.

Maka T =d'=dJt*dJt**X dan { d2x d2v rl2z'
ds ds d,s- ds d;=dt"*iir+;7x'

retaoiff = xN sehinssa . = ln]*l = ffir #:W danhasilnvaiangsung

diperolehkarenap= 1

21. Pertihatkanbahua +.*"4 = +.ds ds2 dss p,

fr=r, &*=o#=.", * = "# - #N = ,((rB-rD *#n = KrB-^or*#n

dr d2t dt, dK-
d"' d"2^ d"" = T ' /<N x (KTB - x"r + if xl

= T.(r2rNxB -KsNxT*. jf nrn) = T.(xzrT+x'B) = *" = ?

Dengan mempergunakan hasil dari Soal 20, maka hasil diatas dapat dituliskan sebagai berikut

'r '- Lk"l' + g")' * {r"\'1-'

di mana tanda aksen menyatakan turunan terhadap s.

I ,, y, ,,
t,,lx y z

t,,
lx y z

22. Diketahui kurva ruang x -- t, y = t2. z =jr', .ttif"ft (a) kelengkungan

(a) Vektor kedudukannya adalah r = ti + t2; * f l"f .

Maka dj=t*2'i*2"k

f=l';l=,/-;r#
n^- . .-d, - dt/dt - i+%t+%2k

^ ds d,s/dt | + 2t2

K, (D) torsi r

l+2t2

*4t,i * (z-4t2)i + 4tk
(r + 2t')'

{
dt

N{akr.

_ (L * 2t2J(2i + 4tk) - (i-!ai + a2k')(4t) -(l + 2t2)2

dT - dT/dt - -4t1.+ (2-a!1!r qrx

d; a"n, e ,W-'
_. dr -. rdr r lHtp;i_Ar_;18 _ 2
Karenad- = KN, K = la"l = Ai-*)3- "--1 2;zrz

N = 14r
xds

(b) Dari (a), - -2tl + (7 - 2t2)i + zth
t+2t2



7+2t2

1-2t2
T+W
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B - TXN =

i

1

-1 

a 2.e

r+2P

4ti + (4t2 -2)j - 4rk

-o 
rEf--

DITILRINSIASI VEKTOR

h

2t2

t;2P
2t

1 +-*

2t2 i - 2ti + k
t*27-Makr

Sekarang
dB

dt

-zti + (1 -2t2)i + ztk

4ti + (4t'- 2)j - 4rk
{l + 2r'\

] . Karena 
* = -rn. kita dapatkan r =

dan
dB dB/dt
ds ds /dt

Juga. -711 = -, I 1+zt2

K = T untukkurva

Persamaan vektor singgung satuan t -ro1 , fo = 3
Maka : Persamaan normal utama (i-ro) x No = 6

Persamaan binormal (r-ro) x Bo = 6

Dalam bentuk koordinat tegak-lurus. dengan. r = xi + /j +
rnaan diatas berturut-turut menjadi

z-! _ y-l - z-2/3 x-l'T= z = 2 -z =

Persamaan-persamaan ini dapat pula dituiiskan

T" - i + 2i + zk, 
No - -2i--i + 2k, 

Bo

Jika A adalah sebuah vektor yang diketahui sedangkan ro Can r be;turur-turut menunjukan vektor
kedudukan dari titik pangkal dan terminal'rektor A, maka r - ro sejajar A dan dengan demikian per-
samaanuntuk A adalah (r.-ro) x A = 0.

0+zff
Perhatikan bahwa

23. Carilah pcrsaniaan-persantaan dalant bentuk vektor dan koordinat tegaklurus untuk (c) vektor singgung
satuan. (D) nortnal utarna. dan (c) binormal terhadap kurva dari Soal ll pada ritik di mana r = 1.

Misalkan T., N. dan Bo menunlukkan vektor-vektor satuan singgung. normal utama dan binormal
pada titik yang dikehendaki. Maka dari Soal 22.

lnl

zk. r^ =i+j+ik persanraan-persa-
"J

y-l 
= 

z-2/3, x-t _ t-t _ z-2/3
-122-21

dalam bentuk parameter (lihat Soal 28, Bab 1 ).

24. Carilah persamaan-persanraan dalam bentuk vektor dan koordinat tegak-lurus untuk (a) bidang oskulasi,
(D) bidangnormal,dan(c)biciangyangmeralatterhadapkurvadariSoal 22dar23padatitikdimanar=1.

(a) Bidang oskulasi adalah bidang yang memuat vektor singgung satuan dan normal utama. Jika r adalah
vektor kedudukan dari sebarang titik pada bidang ini dan ro vektor kedudukan dari titik t = 1, maka
r - ro tegak-lurus Bo, yangadalah binormal di titik r= l, yakni (r - 16). Bo = 0.

(D) Bidang normal adalah bidang yang tegakJurus vektor singgung di titik yang ditinjau. Maka persamaan
yang dikehendaki adalah (r - ro) .To = 0.

(c) Bidang yang meralat adalah bidang yang tegak-lurus
normal utama di titik yang diti-jau. Persamaan yang
dikehendaki adalah (r - ro) . No = 0.

Dalam bentuk koordinat tegak-lurus, persamaan-
persanlaan (o), (b) dan (c) berturut-turut menjadi,

2(: - 1) - 2(y -L) + l(z -2/J) = g,

1(r-l)+ 2(y*l)+ 2(z-2/3) = O,

-2(x - l) - l(t - r) + 2(z -2/s\ = o.

Gambar di samping memperlihatkan bidang-bi-
dang oskulasi, normal dan yang meralat terhadap kur-
va C di titik P.
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25. (a) Perlihatkan bahwa persarnaan r = r(a, u) menyatakan sebuah permukaan

(b) Perlihatkan bahwa {j, - # nrenyatakan sebual-r vektor yang norntal terhadap permukaan di atas.

(c) Tentukan norntal satuan terhadap permukaan berikut dimana a ) 0.

49

r = o Cosu sin, i

(a) Jika u kita pandang berharga tetap,

katakan uo. maka r = r(uo, u) menyata-

kan sebuah kurva yang dapat dinyatakan
oleh z = uo. Begitu Pula z = z, mende-
finisikan kurva lainnYa r = r(u1, r).
Dengan demikian. bila u berubah maka

r = r(u, v) menyatakan sebuah kurva yang

bergerak dalam ruang dan menghasilkan
sebuah permukaan S. Maka r = r(u, u)

menyatakan permukaan S yang dihasil-

kannya, seperti diperlihatkan dalarn gam-

bar di samping.

Kurva-kurvatt=uo,u = ut.... menyatakankurva-kurvatertentupadapermukaan'Begitupula
v -- vo, v = rl , ... menyatakan kurva-kurva pada permukaan'

Dengan memberikan harga-harga tertentu untuk u dan v, kita peroleh sebuah titik pada permuka

an. Selringga kurva u = ro dan u = u9, akan berpotongan dan titik (u6, vd dapat ditentukan pada per-

rr,ukaan. Dalam hal ini kita mengataian bahwa (u, v) mendefinisikan lioordinat-koorditut kurvalinear

(curvilirrear corrdinates) di atas permukaan. Iika semua kurva u = konstan pan r = konstart saling tegak

iurus pada setiap titik perpotongan, kita menyebut sistem kobrdinat kurvalinearnya ortogonal. Untuk

pembahasan lebih lanjut mengenai koordinat-koordinat kurvalinear, lihat Bab 7.

Pandar,g sebuah titik P yang memiliki ko-

ordinat-koordinat (uc, uo) pada permukaan

,S, .seperti diperlihatkan pada gambar di
samping. Vektor 0r/Du di P diperoleh de-

ngan menurunkan r terhadap tt, dimana

dipertahankan v = konstan = vo. Dari teori
kurva ruang diperoleh banwa dr/0u di P

menyatakan sebuah vektor singgung terha-
dap kurva v = vo di P seperti terlihat dalam

gambar di samping. Begitu pula dtldv di P
menyatakan sebuah vektor singgung terha-

dap kurva u = konstan = uo. Karcna dtldu
dan 0r/0u menyatakan vektor-vektor yang

menyinggung kurva-kurva yang terletak pada

permukaan S di P, maka dari sini diperoleh

bahwa vektor-vektor ini menyinggung.per-

nrukaan di P. oleh karcna itu. fr x f,
adalah sebuah vektor normal terhadap
sdiP.
+ = -, sinu sinu i + d cosu sinu J
du

+ = rcosrcosul + osinucosuJ -csinulkdr

Maka

t

-c sinu sinr o cosr sinu 0

4 cos! cosu c sinu cosu -a srnu

-r2 cos, sin2u I - o2 sina sin2u j - o2 sinu cosu h

terhadap permukaan di sebarang titik (u, t').

+ asinusinui + acosuk

(b)

(c)

Er Er
?a ?u

nrenyatakan vektor nornral
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Normal satuannya diperoleh

diberikan oleh

DEFERENSIASI VTiKTOR

dengan membagi dengan besarnya la'
0u

0r x at
ou ov

cos

inu

3r
x 

- 
l- vans

dv"

o4 cos2u sln4u * oo 
"in.rffi

a2 u uKaoo sin2 u (sin2 u * cos2 u) J

-a2 sine jika

oo lcos2 u * sin2a) sina DI

si

si

{

u+ 2,

iik

o stn-

sinu >.0
sinu < 0

Jadi terdapat dua buah normal satuan yang diberikan oleh

t lcosu slnu i + sinu sinu 1 + cosu k) - *n

Perlu diperhatikan bahwa permukaan yang diberikan didefinisikan oleh x = a cos u sin v, t, =as\nusin v, z = a cos y yang mana darinya terlihat bahwa x2 + 1,2 i), = rr, Vr"g 
"a"f"fr 

p..rnunuunbolaberjejari a_ Karena t = dn, makadarisinidiperoleh
n = cosB sinu i * sinr sinu J + cosu k

yang adalah normalsatuan berarah keluar (outward tirawn unit norn,al) dari permukaan bola di titik(u, v).

26. Carilahpersamaanuntukbidangsinggungterhadapoermukaan z = x2 +y2 ditirik (1 ,_1 ,2)_

Misalkan -x' = u, y = v, z = u2 +v2 adalahpersamaan-persamaanparameterdaripermukaan.
Vektor kedudukan dari sebarang titik pada permukaan adalah

a-\
Uakaij)= l+Zrk = t+'Oul2

Menurut Soal 25, normal

R

Vektor kedudukan dari titik (1, _1, 2) adalah Ro =i - j + 2 k . Vektor kedudukan dari sebarang titik pada bi-
dang adalah

B = ,l +y! + zk

Maka dari gambar di samping. R _ Ro tegak_lurus n dan
persamaan bidang yang dikehendaki uaataf, in _ R.) .n= o atau [(xi+yj+zk)_(i_j+2k)] t 2i+2j+kl
= 0 yakni *2 (x - l) + 2Cy + l)+ (z _ 2)=0 atau
2x-21t-z=2.

MEKANIKA

r = ui*uJ+1u2+u2)k

2k, $ = , 1'2uk = J-2* dititik(1, *1 ,D, a;manau=l dany=-l

n terhadap permukaan di titik ini adalah

= *-* = (t+2k)x6-2k) = -2tr.2J+k

27. Pcrlihatkan bahwa percepatan
kecepatan l diberikan oleh

a dari scbuah partikel yang bergerak sepanjang sebuah kurva ruang dengan

a = *, * 4*
dtp

di mana T adalah scbarang vcktor 5ipggung satuan terhadap kurva ruang, N vektor nornral utama, dan p
adalah jcjari kelcngk trngan.
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Kecepatan v = besarnya v kali vektor satuan singgung T atau v = vT

Diferei,siasikan. o ='; = ftorl = #, r "ff
dT=4L4:=*Nf=KuN=,N

TetapidariSoal18(a), A = d, A - nnn p

Maka

Hasil ini memperlihatkan bahwa komponen percepatan dalam arah singgung terhadap lintasan adalah

dt,ldt dart t'2lp adalah dalam arah normal terhadap lintasan. Ko'nponen percepatan yang terakhir ini se-

ringkali disebut percepatdn sentripetal. Untuk hal khusus dari soal ini lihat Soal 12.

28. Bila r adalah vektor kedudukan dari sebuah partikel bennassa nr relatilterhadap titik O dan F adalah gaya-

luarpadapartikel,nrakarxF=Madalah torsi ataumomendariF terhadap O. Perlihatkan bahwa M=

dWldt, dimana H = r Y. mv dan v adalah kecepatan partikel.

51

jadi

dIetapr ;'(rxmY)

M=rxF

-- 1x j <^v)

-- r xfr@v)

drx-(mv)dt'
d.r:xmv
d,L

vxmY

u = j trx.v)

menurut hukum Neu'ton

,rfi<*rl + o

dg
dt

29.

perhatikan bahwa hasil ini berlaku baik untuk m konstan atau tidak. H disebut nrcmentum-sudur. Hasil ini
menyatakan bahwa laju perubahan momentum sudut terhadap waktu sama dengan torsi-

Hasil ini dapat diperluas dengan mudah untuk suatu sistem dari n -buah partikel yang masing-masing-

nya memiliki rnaSSa /D1, m2, ..., mn dan vektor-vektor kedudukan 11,12...., r, dengan gaya-gaya luar

Fr, Fz,. .., Fn. Untuk hal ini, n =i..^rrorrO adalah momentum sudut total M = 
*2=r'o' 

FL torsi

total, dan hasilnya adalah M = # t.*;i, yang sebelumnya.

Seorang pengamat yang berada di titik asal O dari

suatu sistem koordinat xy z, mengarnati sebuah vektor

A = Ari + A2i +,43k dan menghitung turunannya ter'

hadap waktu sebagai ff ,. fr i- d# r- Ke-

mudian, ia menyadari bahwa ia dan sistem koordinat-

nya sebenarnya sedang berotasi terhadap sistenl koor-

dinat X Y Z yang berada dalam keadaan dianr dengan

titik asalnya juga di 0. Ia lalu bcrlanya, ' Bagaimana

pernyataan turunan terhadap waktu dari vektor A
bagi seorang pengatllat yang berada dalant keadaan

diarn terhadap sistem koordinat X l'Z 2'

,a) Jika 4 ,, Orn f * rnasing-rnasing menyatakan turunan terhadap q'aktu dari A tcrhadap sistcrr'

yang diam dan yang bergerak, pe'rlihatkan bahwa terdapat sebuah besaran Veklor (, sehingga

d{r d{t.l = , I + orx{d.t I dt. III I[
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/D/ Misalkan Dy dan D, masing-masing adalah simbol turunan terhadap waktu dalam sistem koordinat
diam dan yang bergerak. Perhatikan ekivalen operator

Dl = D* * a,
(a) Ba8r pengamat diam, vektor-vektor satuan i, j, k sebenarnya berubah terhadap waktu. Oleh karena itu,

turunan terhadap waktu dari vektor A akan dihitungnya sebagai

(I) * = #, . fft r #o * n,oii * n,'; * A"'i yakni

(2) #1, = #l * e,#. * e,# A"#

Karena i sebuah vektor satuan, maka dildt tegak-lurus i (lihat Soal 9) dan dengan demikian harus
terletak dalam bidang dari j dan k. Jadi

(J) # = d1r+o2k

Begitu pula, @) 'i = o"k + doi

(s) # = d6l+dsJ

Karenai.j = O, makaturunannyamenghasilkar-l..li * 
#.t=o.Tetapi t. fi=u, dari(4),dan

|i. t = d, dari (3) jadi do = - cr.

Dengancarayangsamadari i.k=0, tff *fi.t=o maka ctu=-dr; dai

i.x=0, J- o4 * 
oi.k 

= o maka &o = - o:.

Jarti oi=orJ+dak, 
#r=o"*-drt, #=-orr-o", dan

arfi + erfi - 4# = FdtAr-d"2As)r + (d,!Aa- dsA), + (ct2A7+ d,rAr)k

yang dapat drtuliskan sebagai,

i' j k

lq -d2 a1

ln, A2 As

Maka bila kita memilih ds= @t, -dt= coz, gt= o)g determinannya menjadi

It r kl
lo,, o)2 -"1 = (nxAtt
lAt A2 A"l

dimana a -- a,17 + ia,2! + i.,,s|t. Besaran (, adalah vektor kecepatan sudut dari sistem yang ber-
gerak terhadap sistem yang diam.

/b/ Menurut definisi Df = *l = turunan dalam sistem yang diam.dttf

O*n = #l^ = turunan dalarn sistem yang bergerak.

Dari (a), DIA = Dra + a,x[ = (Dt +orx)A

yang memperlihatkan ekuivalensi operator D, = D^+cox.
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30. Tentukan (a) kecepatan dan (b) percepatan dari sebuah benda yang bergerak bila dilihat oleh.kedua peng-

amat dalam Soal 29.

/a/ Misalkan vektor A dalam Soal 29 adalah vektor kedudukan r dari partikel. Dengan mempergunakan

notasi operator dari Soal 29 (b), kita peroleh

(f) Dl, = (Dn+ @x)r = Dfrt + at\t

Tetapi Dfr = "ilf = kecepatan partikel relatif telhadap sistem yang diam.

Dnr = vpln = kecepatan partikel relatif terhadap sistem yang bergerak.

b)st =. vr, = kecepatan sistem yang bergerak relatif terhadap sistem yang diam,

Maka ( I ) dapat diruliskan sebagar,

(2) "flf = ,pl^ + otxr

atau dalam notasi yang diusulkan

(J) "Ar = "pr^ 
* 

"nr1
Perhatikan bahwa peranan dari pengamat diam dan yang bergerak tentu saja dapat bergantian. Jadi

pengamat diam dapat berpikir bahwa dirinya sedang bergerak terhadap pengamat lainnya. Dalam hal ini

kita harus mengubah indeks-bawah (subscript) m dan / dan juga mengubah c,; menjadi -o karena rotasi

relatif dibalik. Apabila ini dilakukan, (2) meniadi

"fl* = 'pv- atxr 
^tuu 'frf = "pl* 

+ a'xr

sehingga hasilnya berlaku untuk tiap-tiap pengamst.

(b) percepatanpartikel sebagaimana ditentukan oieh pengamat diam di O adalah Dlr = D7@7tL 
1Tbil-

kan D1 dari kedua ruasnya (1), dan pergunakan ekivalen operator yang dib'uktikan dalam Soal 29(b),

maka

Df(Dfn = D.@rr +arxr)

= (Dfl+ o,x)(Drlt + arxr)

= D*(D*t + anxr) + Ax(Dnt + anxr)

= nlr + D*(coxr\ + arxDnt + arx(rdxr)

atau 4, = D2^r + 2a xD^r + (D,-ot)xr + arx(arxr)

Misalkan a.. - = D2.r = percepatan partikel relatif terhadap sistem yang diam'
PII T

"pi* = ,jA, = percepatan partikel relatif terhadap sistem yang bergerak.

Maka ,rlf = 2a)xDmt + \Dn.l,) xr + a,x(a,xr)

= percepatan sistem yang bergerak terhadap yang diam

dan kita dapat menuliskan ,il1 = ,pl^ + ,*lf

Dalam kebanyakan hal yang pelting, a adalah sebuah vektor korrstan, yakni rotasinya berlangsung

dengan kecepatan sudut yang konstan. Maka D.ot = O dan

^rlf = 2otxD*r + @x(@xr) = 2cox v, + @x(arxr)

Besaran 2(nxvn disebttt percepatan Coriolis dan arx(arxr) disebut petcepatansentripetdl.

Hukum-hukum Newton hanyalah berlaku terbatas dalam Jrtem-ristem inersial, yakni sistem-

sistem yang diam atau bergerak dengan kecepatan tetap relatif terhadap suatu sistem yang diam.

Bumi tidaklah berupa sebuah sistem inersial dan ini disebabkan karena hadirnya apa yang disebut gaya-

gaya tambahan .khayal' (Coriolis, {an sebagainya) yang mana harus diperhitungkan. Jika massa sebuah

partikeladalahsebuahkonstantaM,makahukumNewtonkeduamenjadi,
(4) MD2*r = F-2M(axD.t)-MLox(oxt)l

dimanaD- menyatakan dlr)t sebagai.mana dihitung oleh seorang pengamat di atas bumi, dan F adalah
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gaya resultan dari sernua gaya-Eaya nyata yang diukur oleh pengamat ini. Kedua suku terakhir dalam
ruas-kanan dfi (4) sangat kecil sekali sehingga dalam kebanyakan hal diabaikan dan tak dipergunakan
dalam praktek.

Teori relativitas yang dikemukakan Einstein telah mengubah secara radikal konsep gerak-mutlak
yang dihasilkan oleh konsep-konsep Newton dan membawa perbaikan terhadap hukum-hukum
Newton.

Soal-soal Tambahan

31. JikaR = "-ti +rn1r2+ r11 - tan, k, carilah (o) #, *t# , u, lffl, Ul lffl
Padar=0

Jawab. @) -i - k, (6) i + 2j, G)y'i, @.)y',

32, Carilah kecepatan dan percepatan sebuah partikel yang bergerak sepanjang kurva x =2sin3t, y=2cos 3t,
z = 8t pada sebarang saat , > 0. Carilah besarnya kecepatar dan percepatan.
Jawab. v = 6 cos 3, i - 6 sin 3, J + 8k , a = -18 sin 3, i - 18 cos 3, J , I , | = fO . | " | = fg

33. CarilahvektorsLnggungsatuandisebarangtitikpadakurvaz = acoso)t, / =a sln o)t, z =bt dimanaa, b
dan r^: adalah konsianta-konstanta. Jawab. -o@ sin at i + aa cos a), J + 6k

ffi
34. Jika A = t27- ti + Qt+1)k dan B = (2r-3)i +J - rk, carilah

@ :, @' B'), b*(A x B), 6 fil r+a,1, <at fi6,ff) pada r=r. tr.,b. 
ll\;:,#l1r..r*, 

n,r,

35. Jika A=sinui+cosL j+uk, B=cosul-sinrJ-3k,dan C=21 +3r-k. carilah f tnrtt"")

pada u=0. Jawab. 7i + 6j - 6k

36. Carilah * 
".# 

- # .., jika A dan B adalah fungsi-fungsi diferensiabet.

rawab. A.{+ - ':4."ds' d.s'

,2
37.Jika A$)=3fi-(r+4)j +qt2-2c1k danB(r)=sin,t+3.-tJ-3cosrL,carilahr!{axn)

pada r = O. Jawab. -30i + l{1 1 261

'38. Jika ff = rrr- 2qt2 i+4sin, k, carilahAbilapadasaatr=0,diketahuibahwa A = 2i+J dan

ff = -t- 3k at r=0. Jawab. a = 1f -t+z1i + 1t-zt\j + (r-4sinr)k

39. Perlihatkan bahwa , = "-t(C, cos 2, + C2 sin 21), di rnana C 1 dan C2 adalah vektor-vektor konstan, l

adalah solusi dari persamaan.difereisial fi 
- d! + s. = 0.

40. Perlihatkan bahwa solusi umum dari persamaan diferensial # - ,o* + to2: = 0, di manaa dan c^.r

adalah konstanta-konstanta, adalah

(a) r = .-ottcr"/7:iP t * 
"r"-,/Z-J 

t, jika a2_., > o

(6) r = "-ot(CtrLnt6r-tt, ! { Czcos,/.r-a,q jika d2-a2 < O.
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(c) r = .-ot(C, +C2r) jika q,2*G =A,

di rnana C1 dan C2 adalah konstanta-konstanta sebarang.

4r. pecahkan @\ !:i - +df, - * = o, o, o#'+ zdj +

Jay,ab. (a\ r =Crest *Cr"-t, (b) r = e-t1g, +C2cJ,

42. Pecahkan. ff = x, '# = -Y. Jawab. x : c1 cos, +

'2y'Stxo A = cosrr i + (sxy -u')i - l3z +2y11, carilah

.--\.

44j

-///

t=0, G)"# +&=0.

(c) r=Clcos2r+C2sh2,

C2 sln r, Y = Cr citr, - C2 cos.l

?e Ee ?'a ?'e 3'a ?'n

Jav,ub.7A -
Or
^2dA
67

konstan dan i = nf-1 memelrtri ne.samaun $
elektromagnetik.

?a
-y sinxT i + (3y-4*)j - 3k, T = -., "I3 ,

, - .- o R: -,- cosr/ I - *J, >-i = -xvy
d-A 2 . \d=A

- 
= -z- cosr" l. 

-{-ov' 9!9-
a2'
\d'a

t 3r, - 2r,
OA

ffi = -(xy ccxy + sin:/)l + 3J, 

-

45.

Jika A = x2yzl - 2.223! + rz2 k dan B = 2zI +y.t -:2 1,carilah

*,u,r;r.itirik, .0.-)) lawab -1i-r: ?4 '(y,- , a) (. - '
Jika c1 dan c2 adalah vektor-vektor konstan oun L"orun*fo*,r"*,I.** urt*"1 l' "'-^U'
(C1 sin tr/ +Cz cos ),y) memenuhi persama:rn diferensial e..rid # . # 

t O.

Buktikan bahwa A = 
po"it(!- r/ct, 

di mana po sebuah .vektor konstan,

(t - r')i + 2ti + 11 +r';h
Jawab. (a\r = [r$+t\

I(b)<=- * (d)B=
(1 + ,-)-

2t l-t2
l+t' l+t'

(r'-t)t - 2rJ + (12+t)k
y'i6 + ?,1

o) dan c skalar-skalar

Hasil ini penting dalam teon

1

@) r= C_W

^^22dA l dA
r dt c' O,'

GEOMETRJ DIFERENSIAL

47. Carilah (a) vektor singgung satuan T, /b/ kelengkungan K, (c) normal utama N, /d/ binormal B,
dan (e) torsi r untuk kurvaruang ,=,-t3/3, y=t2, z=t+ts/s.

48. Sebuah kurva-ruang didefinisikan dalam parameter panjang busur s melalui persamaan-persamaan

, =arctans, y = L/it"<s2 + 1;, z =s -arctans
(D) N, (c) B, (d) K, G)r, $ p, G)a.cariiah (c) T,

Jawdb. @) T

(6) N

_ i +.{i"j + s2 k- 
--2+ 1

_ -y'zsi + (t * s\l + y'isk
s2 + 1

-s2i-4sj+k
s2+1

(d) x=

(e)r=

$) p=

. s2+l
G) q= -----

r/2

li
P-+ i
/z

-
s'+ 1

s2+l----=-
v2

(c) B
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49. Carilah K dan r untukkurvaruang 7= t, f=t2, z= ts yangdisebutkubikterbelit(twistedcubic)

z/gta+gt2i I
(9t4+4t2+L\3t2 9f + 9r2 + I

50. Perlihatkan bahwa untuk sebuah kurva ruang torsi z = 0.

51. Perlihatkan bahwajejari kelengkungan dari sebuah kurva bidang dengan persamaan-persamaan

y= f(x), z-_ 0,

yakni kurva dalam bidang r1, diberikan oleh P = lt * 

,tvrlrlillv I

52. Carilahkelengkungandanjejarikelengkungandarikurvadenganvektorkedudukanr=4cosui+Dsinuj,
di manaa dan b adalah konstanta-konstanta positif. Interpretasikan kasus di fianaa = b.

Jawab. K = 
A;G;;#;e;Pd= |,.iit" a = b, nakakurvayangditinjauini,vangmanaadalah

sebuah elips, menjadi sebuah lingkaran berjejari a dan jejari kelengkungannya p = a.

53. PerlihatkanbahwarumusFrenet-serretdapatdituliskandalambentuk f = -rt, # =-t}r,'* = -ru

dan tentukan ar.

Jawab. ot = TT + KB

lix'dl
54. Buktikan bahwa kelengkungan dari kurva ruang r = r(t) diberikan secara numerik oleh x = Hs . di

lrl
mana tanda titik menyatakan turunan terhadap r.

55. /ai Buktikan bahwa ? = i.j+; untuk kurva ruang r = r(r). ttr d2r ds,lrxrl- +.-,i
(b) Jrkaparameter t arialahpanjangbusur s, perlihatkanbahwa 7 =E'!*^=Of .

1d2 11ds2 y2

57. Carilah K dan r untukkurvaruang ' =0-sh?, y=l-cos9, '=qsinl9/\'
| .------- _.-z _ (3 + cos/\cos9/Z + Zsin? sin9/ZJawab. x = ;/r- 2cos0, " = ffi2cos, _ *

58. Carilahtorsidarikurvaz =?*,, =4, z =t+2' Jelaskanjawabanda'

Jawab. r = 0. Kurvanya terletak dalam bidang -x - 3-r + 3z = 5'

59. Perlihatkan bahwa persamaan dari garis singgung, normal dan binormal terhadap kurva r = r/rl pada titik
t = to dapat dituliskan berturut-turutsebagai t = to + tTo, r = ro A /No, t = to * rBo.ditrlaua
r adalah sebuah parameter.

60. Carilah persarrtaan'rntuk garis /a/ singgung, /b/ normal utama, /ci [rinormal terhadap kurva -t = 3cost,

, = 3sint, z = 4t padatitikdinranar=7r.
Jawab. /a/ (iarissinggung:r=-3i+41tk+rt-|i *f ll atau x=-3,v=-?rl-' '=4r+1L

/b/ Normal : r = -31 +4lti+rl atau x= -3+t, y =47I, z=0.

1rl Binorrual :r = -31 +4nj+r1ft+fll atau x=-3' v=41t+t','=1''

56. Jika e=ixi. perlihatkanbahwa x= 
# "= ?;
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61. Carilah persamaan (a) bidang oskulasi, (b) bidane normal dan /c/ bidang yang meralat kurva x = 3t - t3
y=3(,z=3t+ r,padatitikdimanar= l. Jawab. (aly-z+I=0.(b) y+z -7=0,(c) x=2.

62..(a) Perllhatkan bahwa diferensial dari panjang busur pada kurva r = r(u, v) diberikan oleh

ds2 = Edu2 + 2Fdudu + Gilv2

E. E =,8.,, F = +.4 " = B.E =,?.r,.drmanao = ar'au = (aL) , f = ar';;, " = a"'8, = (?,

/b/ Buktikan bahwa syarat perlu dan cukup agar sistem koordinat kurvalinear u, , ortogonal adalah F = 0./)
6r,/Canlah persamaan bidang singgung terhadap permukaan z = xy di titik (2, 3,6). Jawab. 3x + 2y - z = 6

64. Carilah persamaan untuk bidang singgung dan garis normal terhadap permukaan 4z = x2 - y2 di titik

ar ai

57

(3,1,2). Jawab. Sx -y -22 =4; a =3t +3, y =l-t, z =2-A

-X-55. Buktikan bahwa rrormal satuan terhadap permukaan t = r(u, u/ adalah a - t ffi. di mana E, F
dan C didefinisikan seperti dalam Soal 62. r/ EG - F'

I\{EKANIKA

65. Sebuah partikel bergeraksepanjangkurva r = (r3-4r)l +1t2+4t11 + (8e-3F1k, 6imanatadalahwak-
tu. Carilah besarnya kornponen-kompcnen tangensial dan normal dari percepatannya bila r = 2.

Jawab. Tangensial, l6; normal. 2y'73

5?. Jika kecepatan sebuah partikel v dan percepatannya a sepanjang sebuah kurva ruang, buktikan bahwa

jejari kelengrungan dari lintasannya diberikan secara numerik oleh p = a=I v xa 
I

68. Sebuah obyek tertarik menuju sebuah titik tetap O dengan gaya F = f(r) r, yang disebut Saya sentral,
(central force), dimana radalah vektor kedudukan dari obyek relatif terhadap 0. Perlihatkan bahwa

r x v = h di mana h sebuah vektor konstan. Buktikan bahwa momentum sudutnya konstan.

69. Buktikan bahwa vektor percepatan dari sebuah partikel yang bergerak sepanjang sebuah kurva selalu ter-
ietak dalam bidang oskulasi.

70. (a) Carilah percepatan sebuah partikel yang bergerak dalam bidang x1, dinyatakan dalam koordinat-
koordinat polar (p, d)

(b) A,pa komponen-komponen percepatan yang sejajar dan tegaklurus p ?

Jawah (o) r = t<i-pO'lcosd - <p4'*zi|lsindlr
* l<i-pt't sin @ + <p'Q r ziO cos dl J

(b) i - pO', p4'* zbf
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